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内 容 提 要 


本 书 对 一 元 函数 微 积分 中 一 些 基本 的 、 有 启发 性 的 殿 型 
证 明 方法 进行 了 比较 系统 地 整理 。 在 证 明 Е, Ша 
深 、 有 易 有 难 。 有 些 例题 采用 多 种 方法 证 明 ， 并 举 出 适当 的 
反 钢 以 加 深 对 基本 概念 的 理解 。 每 节 还 都 配备 了 适当 数量 的 
+5. 

本 书 可 做 为 初学 或 复习 微 积分 的 读者 的 参考 书 ， 也 可 供 
讲 投 或 辅导 微 积分 课 的 教师 参考 之 用 。 
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WE. т. K. E S32 ADS EN- NEAR. 
并 且 ， 随 着 自然 科学 与 社会 科学 的 相互 渗透 ， 如 今 ， 它 也 已 成 
为 某 些 社会 科学 的 必修 课题 。 学 好 这 门 课 ， 不 仅 在 于 会 用 书本 
上 的 公式 进行 计算 ， 更 重要 的 是 能 掌握 它 的 基本 原理 和 基本 概 
念 ， 以 及 灵活 运用 基本 原理 和 概念 进行 严格 地 数学 证 明 ， 而 这 
也 正 是 学 习 微 积分 这 门 课 的 难点 。 笔 者 整理 这 本 《 微 积 分 证 明 
方法 初 析 》， 主 观 上 就 是 希望 能 对 初学 微 积 分 的 读者 在 加 强 解 
题 技巧 和 提高 逻辑 推理 能 力 方面 有 所 帮助 ， 同 时， 对 准备 报考 
研究 生 的 读者 可 作为 复习 资料 之 用。 

在 本 书 的 选材 过 程 中 ， 笔 者 尽量 考虑 了 有 关 资 料 中 一 些 比 
较 巧 妙 的 、 有 启发 性 的 典型 例题 。 在 证 明 方法 上 力图 做 到 由 浅 
入 深 、 详 细 论 证 和 解答 ， 并 且 有 些 例 题 的 证 明 是 经 过 多 年 的 教 
学 实践 反复 修改 而 成 的 ， 使 之 尽量 符合 学 生 的 思维 转 点 和 方 
法 ， 以 便 对 证 明 吻 于 接受 和 理解 ， 起 到 触 类 旁 通 的 作用 。 此 
外 ， 考 虚 到 学 生 的 思想 方法 及 思维 能 力 的 差异 ， 有 些 例题 则 给 
出 了 多 种 证 明 方 法 ， 这 些 证 明 有 些 是 较 直 观 和 容易 理解 的 ， 有 
些 则 是 带 有 一 定 启发 性 和 技巧 性 而 不 易 想 到 的 方法 ， 目 的 是 为 
了 使 学 生 不 仅 学 会 了 证 明 命题 的 方法 ， 而 且 通 过 证 明 命 题 ， 在 
思想 方法 上 有 所 启示 和 收获， 以 便 提高 逻辑 推理 能 力 。 考 虑 到 
对 于 一 些 概 念 的 理解 上 ， 学 生 容易 出 现 一 些 问题 ， 刺 理 本 书 时 
对 一 些 典 型 例题 均 做 了 必要 的 说 明 ， 并 举 出 了 适当 的 反例 以 加 
深 对 基本 概念 的 理解 和 开阔 学 生 的 思路 。 为 了 加 强 读者 独立 解 

ШИ ә 


题 能 力 ， ТЗЕТЕКЕТЕНЯЕНИТЖИ. 希望 读者 能 
独立 地 加 以 证 明 。 

本 节 只 整理 了 微 积分 学 的 一 元 函数 部 分 ， 因 为 多 元 函数 部 
分 的 证 明 方 法 基本 上 与 一 元 函数 是 大 邮 小 异 的 ， 只 要 很 好 地 掌 
操 了 一 元 函数 的 证 明 思 路 ， 一 般 多 元 函数 的 证 明 则 是 不 会 遇 到 
太 大 困难 的 。 

在 整理 本 书 的 过 程 中 ， 曾 多 次 请 教 过 定 光 桂 教授 。 也 得 到 
一 些 同 事 们 的 热情 鼓励 和 帮助 ， 在 此 一 并 致谢 ， 

由 于 水 平 所 限 ， 本 书 献 点 错误 在 所 难免 ， 敬 请 读者 批评 指 
正 。 
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第 一 章 ”数列 的 极限 


51.1 数列 极限 的 定义 及 实数 理论 


基础 理论 
1. 数列 慑 限 的 定义 
如 果 对 于 任意 给 定 的 E>0， 总 存在 正 整 数 N， 使 得 当 n>>NN 
时 ， 总 有 
Ix, -а < € 
别称 数列 {x。} 有 极限 Ga( (х, ik dk a), Ti 313 


lim x, =a (或 x,—a (n—əe)) 


如 果 对 于 任意 给 定 的 MZ>0， 总 存在 正 整 数 N， в ПЗ 
n >N, š W 
к, >M 
则 称 数列 {X,} 趋 向 于 无 穷 ， 记 为 


lim x, 一 co (或 х, >o (п °о)) 


如 果 对 于 任意 给 定 的 M>>0， 总 硝 在 正 整 数 N, 使 得 当 n>>N 
时 ， 总 有 
x,>M ( %х,<-М) 
则 称 数 列 {Xx,} 趋 向 于 正 ( K Ah ) 无 穷 ， 记 为 


lim x =+ (A lim xs 一 一 co) 


Li: 8-0 


2. ЫЖЖД Archimedes) 公理 

# = >0FM2>0Z24 ЛЕК. ЛАВЕЕКМ. & 
Ме>м, 

3, 有 理 数 和 无 理 数 在 实数 系 中 的 榈 密 性 

任何 两 个 相 异 的 实数 之 间 既 存在 有 理 数 ， 也 存在 无 理 数 。 

4. 公理 

任何 方 上 办 的 实数 全 必 有 上 确 界 、 


利用 定义 证 明 数列 1X,} 的 极限 是 a” 一般 要 掌 担 两 个 要 点 ， 
一 是 将 数列 { lx. —a] н # R ( n> N br 65 2 28) 3£ 3 2 
САЛА ЖЫ CEEREARXKEGRJMDRES 
DE, Sata ak k 632350 m 3 Ë, 


Я 1 WE lim 一 = (Къар 0). 
证 因为 e 之 ?， 所 以 对 任意 的 正 整数 ma， 有 
e">(1+1)"2>1+n>n я \ 
两 边 取 对 数 得 СУ 
"аи 9 
lon и _ Eiane 
故 "1 ЕЧ 
наан. 


Ф газйжти д а 的 最 大 整数 。 例 如 [3.5]= 3，[0.5]= 0, С- 2.5) 
5-3, [V5 ]= 2, 


2. 


< Í босаў, )) 


n? 


. 2( п) 


п 


d 
< а 


因此 ， 对 任意 给 定 的 e>0 令 м=[(—4 И], ws 
n> Nl | 


lnn 4 4 
|< = < 4.8 = 
ani a( J š 
аё 


于 是 


Я2 WE lim 2Zñn = 1,71 
证 > An 一 1 十 1 (п222, ¿> 0), W 
n =(1+4,)" 


a 200—1) 2 

所 以 j: < п(п=1) n 
2 
ý у 


从 而 对 任意 给 定 的 e>0， 令 м=[- +1, W4 n>N 
时 — 
Wn —1| = и 1 =4,< 2 < 


因此 Ит Zn=1 


n — 


上 面 讲 到 用 数列 极限 的 定义 直接 证 明 某 数列 的 极限 是 Q 的 
方法 。 但 我 们 经 常 遇 到 如 下 的 问题 ， 已 直 数 列 {X,} 的 极限 是 a， 
证 明 另 一 个 由 {Xx,} 所 确定 的 数列 { 的 极限 是 b。， 这 类 问题 
一 般 仍 是 反复 运用 数列 极限 定义 进行 证 明 。 具 体 方 法 如 下 : 由 

一 -一 一 全 一、 一 一 人 一 
lim X, 一 0 知 ， 对 任意 给 定 的 8 >0, фм, 3Bn2>N, 
F, Я |x, 一 a| <. 再 根据 已 知 条 件 推 得 存在 正 整数 N。， 当 
n>N: tt y,—b| < e 成 立 ， 从 而 命题 得 证 。 


例 5 Ш х,>0 (n=1, 2, =), Ж 


№ lim Да 《ao 有 限 或 正 无 穷 )。 x 


证 “分 三 种 情形 证 明 。 
(1) 设 0 <a < 十 c。 由 于 lim 一 


а 
8 ->o s=1 


二 a， 故 对 任 给 


的 e>0( 不 妨 设 se<a)， 必 存在 正 整数 N,， 当 mn>Ni 时 


WL 


e Xa _ СА 
š 0-26 Са 
所 以 
€ XN +1 8 
a—x < PPR <a+ 
€ XN +L e 
4 一 了 < XN, :1 <a + 2 
ё ñ х, 
<, Sa t 
_ gA > ， 
и (2-7) 
Хм ужа Ху +2 х, 
Хх Хм +! х. 
М: 
<( ++ 
2 
从 而 А 
Хк l. 


由 于 


| Ху. isn 
" ту (а) есен 


故 存在 正 整数 N,， 使 得 当 n >N, 时 
XN 1/4 
y| e-o 


| Хм, t/a 
— e 
Ga] (ercer 
同时 成 立 7 
令 N=max(N,,[ N,), W ñ> N Bf 
а 2/х,<аф ғ 
即 М/х. а] <e 


因此 lim А/х.=а, 


(2) я а 一 十 ce， 由 于 lim = +e 
给 的 M>> 0， 存 在 正 整数 Ni, 3 n>N, 时 ， 有 


Xa- 1 >2M 
Хм, +: 
所 以 x, >2M 


， 记 以 对 任 


-一 一 >>2M 
XN +i 
X >2M 
故 
x, XN +1 Ху +2 x, 
хн, Хм, Xy Xa-1 
«ему» 
从 而 
x” >2м[ N. 1⁄s 
х, (2M)N' | 
由 于 


. Хх l/a 
sn зн [соу Т" ex 


所 以 存在 正 整数 Na, м n>N, HF 


Xx, 1/5 > Е 
am| SN, ] >M 


$ N=max(N,, N,), WA n>N 时 
— Хм lsa 
N X> 2M| 一 二 ] >M 


因此 па хо ео, 


由 ( 2 ) 得 63 


Jim Vy, = + ee 


n с 


故 
lim Дх, = lim ~ L = 0 
o LET] У 
必须 指出 ， 本 命题 的 省 命题 不 成 立 。 例 如 xX. 一 2 十 (一 上) ， 
则 lim Ду 1, № lima. 
... nw 3-1 人 一、 
HA 设 пау, = +оо, HEERA N, 4 n>N 


mh dyt 严格 单 增 ， 如 果 lim 52-а ( 4 有 限 或 下 


负 无 穷 )， 则 па =a. 
在 证 明 例 4 之 前 ， 先 证 明 一 个 引 理 ， 如 果 


а» 


а<--<в, a< < B, +, <," 


< В 


ЯЕТЬ,, b, +6, b>0, М 


a, фа» + +a, 


аъ t 4o S 


а, 


证 因为 ° < < 8 (К= 1, 2, =, №, R 


ab,<a,< Bb, 
& 
a(b,+b,+ +4 b.) <a ta:t +a, 
< (b +ь, + +b.) 
8 “€ 


从 而 a <p < f 
下 面 对 例 4 ЕВ. 


Ш 分 三 种 情形 证 明 。 


(1) Жо 有限。 不妨 设 4 之 1 时 ，{y,》 严格 单 增 ， 
因为 


n yy 
所 以 对 任 给 的 e> 0. FEER No, H n>N, RJ 
Ха Xni _ 
a— s< Ya Ysi <а+е 
由 于 


Xa T XN, 


У 
— _(x,—x, i) Ее мам) 


(y,—y,- + (у, У) + (уз + 1 —Ум ) 
故 由 引 理 得 


N 
a— eE atre 
<= <+ 
il а 
- – а 8 
| y, Ум, < 
而 
x, _ Xa х, XN, 十 Xn Xn 
Ya У, У. Yu, У, Ум, 
Xn Xn, | XN XaJN 
Ум (| OYn, У, (Ум) 
Х.Х Хм 
_ БЫ Nl 
У, — Ум, У. Ум, 


(x,—xx Ya, Xx Ун, 
 y,(y,—yx,) У, (У, —Ун, ) 


А і 
——n—AK n 0 
x lim У, s, 
(xa Xn м 


lim y (y...) ~ 


. XN Yx, 
lim УС, 0 
所 以 存在 正 整数 №, 4 14>>N 时 


xs 


И ННЦ < 


У, Yx, 


(х.—ху )Ун, 
У.(У.— yx, ) 


同时 成 立 。 
令 N=max(N,, М№,), M >N 时 


| x X, — Xx 

* _ — — ща 
| y, ° (< у.» | 
《xs 一 xy )yx 
H -有 
<<e 十 2 十 6 十 2 一 42 


Хх | 
—, 


У, Yx, ' 


+ 


Хх YN, 


nO: x) | 


(2) 设 a =-+e°.Hi lim y+" 5. 存在 


ІШЕМ, 不 妨 设 Мом). 4 n>N, 时 
Ka Xg DY Ty 2>0 


所 以 Xn > 

因为 Xn ta Xn, DYN a YN, 
Xy +a Хы, +: >Ун +T Yn +1 
eeoeeooooiooseeeooese。 ess. 


Хх. —Х.- >Y, | 
故 各 式 相 加 并 移 项 得 
x,>y, 一 yw 十 Xw， 


Вим ,时 {x,} 严 格 单 增 趋 于 正 无 穷 。 于 是 由 (1) 知 


从 而 lim 一 十 oo。 


(3) W 0=—о, Ф a,=—x,, (2) 


这 里 需要 指出 ， 例 4 的 送 命 题 不 成 立 。 例 如 
1+(—1)! 1+(—1)” 
2 + 2 te 


X, = 


+1100 у. = n (и= 1,2 ‹**) 


m 


° ìl ° 


由 例 4 = Pp sJ Т 09 30:81, 


: : aito, +. +a, 
# Ита, =а, Al lim — — =a, 


Lax ne 


FRE, $ y,=n, x,=a, ta teka, 2,596), 


= nT Xa . 
" lim ууа oo 
виа 
a на. +... +a, .. x 
lim п im тус 
=}; Ха Xai 
0 Ya Yai 
= q 
KRETALA, Я a,=(—1)', A 
. a, +a, + -- +a, 
lim 0 
£ jim a,f Ë, 


$15 设 数列 {х.} 其 有 性 质 lim(x,—x,.,)= 0, 7 


п 22 


ру . X, —Х,- 
试 证 lim = 0 。 


证 因为 lim(x, 一 x,_;)==0， 所 以 对 任 给 的 。>>0， 存 
在 正 整数 N,， 当 n>N, 时 


€ 
к, 一 Xe < 


* 12> 


由 于 
| 一 2 中安 |, х, + jx 一 xj| 
= x, —x,-s| 十 jx 一 xi] 
故 递 推 可 得 
jx 一 Xe |< |, —x,-,| + ах, ++ + 


+ [xy +1™~Xy, al + Ку, Хы, ~il 


< (n—N 5+ |м, —xy ~al 


пе 
< + Xy Xy al 


Xa Xai e ex, Хм zal 
aoa cep n inl 
办 为 
xn Хм, -al 
lim — 79 
所 以 存在 正 整 数 N,， 当 n>N;s 时 
Хи 一 xw tl e 
в 2 


$ N=max(Ni, Na), WA n>N 时 


KaXa ее 
n kirt ё 
Хх, 
故 lim Хаар. РА L= 0, 


С 1 


注意 ， 本 命题 的 逆 命 题 不 成 立 。 例 如 设 x,=(—1) e 


R| li E= 0, £ lim(x,—x,-,) 不 存在 。 


. 13 。 


$16 W 5,.,=х,Нах,., (п=1,2,..) 其 中 
а >1, 试 证 (y,) 收 铭 的 充分 必要 条 件 是 {x,} ok, 
证 充分 性 显然 成 立 ， 放 只 证 必要 性 ， 
设 limy, 一 4, B=, MHEAR e>0, FE ERN 


м, 当 n>N, 时 


y, А <е 
因为 
ly,— A| = lx,.1+ ax,—(at+1)B 
Z (а gs 一 下 一 jx 一 下 
所 以 
区, 一 中 < s |>, 一 4| + тар l. ~ 
< га] + га] Xani В| 
从 而 
Ку, +, Ві < т + Га] jxw В 
Iw, s= ВІ < тат рор Кн, В 
E 1 
x, — B| < lal 十 TaT s-i В 
故 
nNi-l 
e 1 b 
k. — B| <— > (ir) 
S-N, 
1 
+I) Fan < 


. jå - 


因此 存在 正 整数 Na, М n>N 时 
-Ni 
(一 ) хм, — В «в 


lal 
$ N=max(N,, N,), W n>N 时 
е jaj 
К.-В “т t ° = а= 1 е 


Ия, =B, А (х, ВО. 

我 们 在 这 里 不 仅 证 明了 {Xx,} 收 俄 ， 而 且 顺 便 得 出 其 极限 与 
{7 小 的 极限 的 关系 。 需 要 强调 的 是 ， 当 a <1, LERRA 
必 成 立 。 例 如 设 X =2", a=, Му, х,ак 0, РА 
limy, =0, fg (x,) ЖЖ, 


i 


Т 设 Пл a,=a, b,= 2" 


>> 


试 证 lim b,=a. 


p —= 


证 因为 
2 一 (1 十 1 +C HC С 


(ao 十 Cia 十 … 十 Caa)， 


É b.—a=—=((a+Cla, + -+Cla,)— 2a) 


== 0а, Са + С3а,)— 


. 15 œ 


一 (1 二 CI 十 … 十 Ci)a] 
—a) +С (а, —a)+ +С (а, а)) 

由 于 lim aw 一 a， 订 以 对 任意 给 定 的 6 之 0, 存 在 正 整 数 Ni， 
Hn >N if 


la, 一 а < 5 +. 


令 


х= (ao а) Са а) СН (ак —0)) 


Уһ 1 (ay ri 一 加 十 Co *? (ay +s 一 0) 十 … 十 


+С: (а, –а)) 
M=maxíla —a, |а, 一 中 +e, law —а} 


出 于 对 任意 的 正 整 数 有 ， 有 


CD “(a= —k-t 1) < < 


所 以 
,| < MCN: и < M(N +n? 


c +1 


МОМ, HINN iti) n”: 
— n(n=i) ee(n —N,) (1.1,1) 


BA lin AED 一 0， 所 以 由 式 (1.1.1) 


得 lim x,= 0 , 故 对 上 述 的 8 之 0, 存 在 正 整 数 N:， 当 1 >N: 


-人 


А < 


又 因为 
ly, 


1 Ñ N 
< (Ct! lay +, = d + Ca? ах: I —d 


十 十 Cs la, — a ) 


«енот с * turc) 


«т-с +0) 


e 
= PE 2 
令 N=max(N,;, №). ИМ n> NB! 
b, =al = х, +у, < |х, + wl < не 
从 而 lim В, =а, 


实数 理论 是 对 数学 命题 进行 严格 论证 的 理论 基础 ， 因 此 较 
热 练 地 掌握 实数 理论 的 有 关 结 论 及 其 证 明 方法 是 非常 必要 的 ， 
以 下 六 个 命题 是 实数 理论 的 基本 结论 。 

(1 ) 单 调 有 界 数 列 有 极限 , 

(2 ) 有 上 (下 ) 界 的 非 空 数 集 必 有 上 (下 ) 确 界 ， 

(3 ) 区 间 套 定理 -IARE {(a,，b,)} ita T ñ 
个 条 件 ， 

(i) aLa, b, Kbs (一 1 2，…) 
(ii) lim(b,—a,)== 0 


划 必 有 唯一 的 一 点 6， 使 得 
lim a,=limb, =š 
且 E 属 于 一 切 阴 1 (а, ` „). = 
СЕНИИ ЖЕЕ БЕ Со, р-а F E H 


a a . į? ° 


{АЕ Идти С} РЕ h UR S AE B|, RARS 
ARB (0, b). 

(5 ) 柯 西 ( cauchy ) 收敛 原理 数列 {x,} ЖЖ ХР 
要 条 件 是 ， 对 任意 给 定 的 8>>0， 存 在 一 个 正 整 数 N， 当 m,n 
>м. 有 

jx 一 xj <ë 

(6 ) 任 一 有 界 数 列 必 有 收效 子 列 、 

需要 指出 的 是 ， 上 述 六 个 命题 是 等 价 的 。 就 是 说 ， 如 果 这 
六 个 命题 中 承认 其 中 任意 一 个 命题 正确 ， 即 将 这 一 命题 作为 公 
理由 此 可 推出 其 余 五 个 命题 的 正确 性 ， 

要 证 明 这 六 个 命题 的 等 价 性 ， 当 然 可 采用 证 明 六 个 命题 中 
任何 两 个 命题 等 价 的 方法 ， 但 为 了 使 证 明 简 洁 ， 只 要 按 下 述 顺 
FEART, (1)%(25=>(3)=(4)=>(5)>(6)>( 1), 

下 面 证 明 上 述 六 个 命题 的 等 价 性 

证 (1)=(2) 

É M 为 数 集 E 的 一 个 上 界 ， 任 取 cEB， 若 c=M， Жми 
ЯЕНЬМХ. TR, Жа =с, b=M Hlas, b) 分 成 二 
等 从 若 | -be bo |N Ew $ ма, = 008 p =b 
s| et. в, ПЕ=Ф. M жа =а,, 6-91. д 
将 (as，b1) 分 让 二 等 份 ， 如 果 有 | -aa 士 b „пва, 则 
ma = EP, =b, ajat. в |ПЕ-ф, m 
Eea,=a,, Ce ядат 
{a.}， 他 小 ， 这 两 个 数列 满足 ， 

G) аа, За, <. За, 

Cii) Са,, В) ПЕжф, mO, +оо) П E= $ (п=1,2, -.) 


. 18 ` 


Gii) b.—a,= 29:99 (n= o0) 


0 
2 


由 于 数列 {bs} 音调 有 界 ， 因 此 由 分 题 (1) 知 limb, 存 在 it 
lim bs 一 8， 下 面 证 明 B=sup Е, 
Е ЗАЧЕЕХСЕ, x<b.(n= 1, 2, +), К 

x<lim b,=B 

对 任意 给 定 的 ex>0， 存 在 正 整数 N， 使 得 bw 一 ay<e , Ë 
b,. 一 E<aw。 由 于 Pb, ,因此 有 PP 一 eby 一 Ee<<an, X (as, by) 
们 Eg， 所 以 存在 Xo ЕЕ, 使 XoE (ay, by), Жах<хо,А ® 
0 一 2c<<xo。 

由 以 上 证 明知 ，B=sup E, AWERLÄR, 

同 理 可 证 车 非 定数 集 E 有 下 界 ， 则 必 有 下 确 界 。 

(2)=(3) 

h Fa, <b, (8 一 1,2,…)， 因 此 {fao 有 上 确 界 ， 设 sup{fas} 
=f. НУЗЕЕНЕЖ т, n, Жо, 6, ЖЖ 是 {a,} 
的 上 界 ， 因 此 有 有 有 <b 。 

5-78, Мад, а,Ь, ВА T —Dn m E 
B](a,, b,); 

Таш lim a,=lim b,= Ё, 

由 于 = supfa}， 因 此 对 任意 给 定 的 e>z0， 必 有 ay， 使 
aD —г, Lian ALH, MAARN 

a,Zay> B —: 


Bp В-а,<е 
Xa < 0<В-а,<в, & 
la,—B| < ë 


因此 іта, = р. 


e І . 19 ， 


因为 lim (b,—a,)=0, ЯМ 
limb,=lim(b,—a,)+1im a,= B 
再 证 月 的 唯一 性 。 
假设 又 有 PEf(a，b] (и= 1, 2, =+), М 
B-p <b,—a,— 0 (п ә) 

因此 Bu 一 56， 说 明月 是 唯一 的 。 

Е-Е В, Allim a=limb, 一 5， 且 属于 一 切 闭 区 ñ 
(а,, Ь,). _ O Om 

(3)=(4) 

假设 (a, b) 被 一 组 开 区 间 (G) ДЕ, ET 4k (G) 中 
WAN EMA 2, ЯМ (а) 等 分 为 两 段 ， 得 到 [a E], 


[2 学 请，b | 两 个 周 区 间 。 显 然 二 者 之 中 至 少 有 一 个 不 能 补 
IG) 中 有 限 个 开 区 间 所 覆盖 ， 取 这 个 用 区 间 为 (ai ,Di]。 再 将 
(a, b) 等 分 为 西 段 ， 则 [a1， ва. |, [二 二 2， ь, | 
两 个 闭 区 间 中 至 少 有 一 个 不 能 被 (G) 中 有 限 个 开 区 间 所 发 盖 ， 
取 这 个 闭 区 间 为 【as,bs]， 这 样 继续 作 下 去 ， 得 到 一 列 闭 区 BJ 
{(a,，b,)}, 其 中 每 个 闭 区 间 都 不 能 被 {G} 中 有 限 个 开 区 间 A 


盖 ， 而 有 全 有 
axa, «а, <: <a, 


b>b, >b, р > 

а, <Б, (= 1, 2, <) 

lim (6,4) = Li = 0 
МКМ, EA £C (a, 6,) (п= 1, 2, +.) , 


lima,=lim b,=š 


nm 


‚ 20. 


9—28, то} R š& la, b), © (а, b), КВЛ 
区 间 (а, В)Е{С}, %ЕЕ(а, В). 
#ó=miní(Ë— а, В-&}, 1820, ШЯНМГ 
lim(b,—a, } =0, Иши k kF, Ь,-а,<39, A 
lab Ela, R), И Я (а,, b) ж (a, В) EC Ñ š, ив 
(9, D 不 能 被 1G Y PARARE A Aih 7 А. В 
AR ik 0), PNR R ЈК. 
(4)=(5) 
设 数 列 {1X,} 满足 ， 对 任 给 的 e2>0, ФАА N, È 
得 当 m, n>N 时 
|х„=х, < ë 
因此 对 。 = 二] ， 则 必 存 在 正 整 数 N i, Вт, n>N, 时 
|х х, < 1 
£ m=N,-+ 1 Ф 
к ЗИ +! 
Я М=тах{ |x |, м, ee xs lo 1 (Y, Mj 
xI <M (n=1, 2, =) 
假设 llim x, 不 存在 ， 则 对 任 一 xE[ 一 M,M)] , LË е (x) 
љо. 使 1X,} 中 有 无 穷 多 项 落 在 开 区 间 (х е (x), x+ e (x) 
) 外 面 。 实 事 上 , 若 存 在 x € (一 M，M) ,使 得 对 于 任 给 的 ° > 
0 ，!{xs} 中 只 有 有 限 项 落 在 〈(xo 一 8e，xXo 十 8 ) 外面 ， 即 存 
在 正 整 数 N， 当 HP>N 时 ，xoeE(xo- 6, x + e), Bl ət |, — 
хо Се, ZHR lim х,=х, 36 5 lim х, REF M. 


зж (x 一 (< х+ C), x€(—M, му) ЛЕ 


(一 M,M), 根 根 有 限 获 益 定理 ， 必 存在 有 限 个 开 区 间 也 窗 盖 C 
М, М), ЕТАР M ж (яу, а), 


. 2l ° 


一 -一 


(Eie, BE), e (agh TSA). 


& e = min (== “=, ... Fa), 则 存在 正 整 数 
мат, n>N, 时 

|х. <ë, 
Ж, m= N,+ 1, # 

|х, — хм ptal <, 


as (T=, я), (5- 
“> (8, x, + C rra. 
ху, s€ [一 M，M)， 因 此 存在 正 整 数 i( 1 іс), @ ` 
因为 当 n>N, 时 


к. | < Хы, + il + lxw ri 一 Xi 


元 二 
‚х, +), 


Ei 
= 2 
2 4 


<, 


жх,Є(х- 6, x а ) 。 这 说 明 {Xx,} 中 只 有 有 限 项 落 在 
Ga е0, нента, де ЛАТА, 说明 lim x, 不 
存在 的 假设 是 错误 的 。 

(5)>(6) 

З (х, (а, b), 3 (a, b) 分 成 二 等 份 ， 取 其 含有 x.) 
中 无 穷 多 项 的 区 间 为 (a, b) ( 如 果 两 个 区 间 都 含 有 {x,} 无 
穷 多 项 ， 则 任 选 其 中 一 区 间 为 (a; ,bi]) ， 再 将 (qi,b1) 分 成 二 
Fh, REAA {x,} 中 无 穷 多 项 的 区 间 为 as,b2) ,这样 一 直 
чатта, Апела СИ {lan bh АРАЛ 
КМ у(х, АУД, АД, (cab DL a1, b,,,J 


. 22. 


b— a 
(n=1,2, =), Alim (b,—a,) Slimin = 0. 


任 取 xni Є{х,} N (а,,6,), хи, € {х,} П (a, pl)， 且 使 得 
п,>2пі, — Ж, ERXn {х.} П (а, В), и >в, iZ 
个 过 程 一 直 进 行 下 去 ， 我 们 得 到 {xX,} 的 一 个 子 列 {xn3}。 下面 
证 { хир А, 

由 于 Ни (bi 一 Qs ) 一 0 ， 所 以 对 任意 给 定 的 2 > 0, # 
Ёжик, ШКРЮ НМ, bi—a,< es ， 由 {fxnt} 的 取 法 及 
Cas bi) larti biri) №, Ш ki, ks>ko 时 

Xnk, € (к, bko), Ху, © (ko, Oka) 


所 以 тк, хир, | < bk | — qk <ë 
ЕЖА Аа, limxns 存 在 . 故 {X,} 有 收效 子 列 


(xm. 

(6 )= (1) 

设 {x} 单调 上 升 有 界 ， 由 命题 ( 6 ) 知 ， 存 在 {x} 的 jk 23k 
子 列 {хар}, 设 limxn =a, 由 数列 极限 的 定义 知 445 


定 的 e>0, HEER ki, КН 
la — a] < е 
显然 由 ix, 单调 上 升 及 Па xw =a# 
x<a(n=1, 2, = ) 
Ях N 一 Ho， 则 当 n> Мн 
lx 一 qd aX ax <. 
故 lim х.=а, 
由 于 以 上 六 个 命题 在 数学 分 析 中 所 具有 的 重要 作用 ， 我 们 
不 仅 需 要 记 住 这 些 命题 的 结论 ， 而 更 重要 的 是 灵活 掌握 这 些 命 


. 23. 


Zü Е B 4k 52), CF m R 28 — f| jt 8) Д, 


例 8 > Ë (х) 在 有 限 闭 区 间 Са, b) LAM, H f(a)>>a, 
1) <ь, ДИНЕ сЄ (а, b), EIOS | 

Е (а, b) И О УСЕ Ë.) 
= Tb ашин. BM, #009225) 
sto ‚а, = + +b bi 二 b; 3 (222) <. 
2 а, =a, =. 


问 样 ， 再 将 Ca ,， 5 分 成 二 等 份 ， 如 果 满 足 条 并 
(0) 0: qemawma. mm. (а }> 


UEB, фа, ЕВА, b =b, gpg i (e) 
ati, ааа, = НО, 这 样 -- 直 进行 下 去 。 如 


果 这 个 过 程 进行 到 茶 一 时 刻 ， 使 作证 全) 一 生地 2*， 则 命题 


结论 成 立 。 如 果 对 一 切 正 整 数 n， 都 有 了 (名 十 #2， 
我 们 可 得 到 一 闭 区 间 套 (Ca, 52}. М, 
(i) Cas b,)Ə(a,,,, bati) 


Gi) в-а, 25 (ива, 2, =) 

(iii) f(a,)>a,, f(b,)<b, 

由 区 间 套 定理 知 ， 存 在 cE (0,, b.) (п= 1, 2, 0), 
Blim a, =lim b.=c 

ВЕК, МЫ Са, ) (с) b), на, b, 
取 法 得 


a,<J(a,)<J(c)</Ceb,)<b, 
24: 


© п co 8 
Ис) =с 
故 命题 结论 成 立 。 


= У 题 
1. 用 数列 极限 的 定义 证 明 ， 
(1) бта = 1 (020), 


n -0 


(2) lim = 0 (a 为 常数 )， 


s-o 


k з 
(8) итп 0 (а> 1, КО) 


n— 00 


(4) lim na" = 0 (lal <i» 


(5) Ит 0, 
n 


(6) ни =0, A 
sw VN! 
1 
(7) im (1-1. (1 9) (1 ~- = Fe 
3-0 Ç ` , 


1 _ k+1 , k-1 


k k ° k ° 
2. Ж x,20 Gm=1,2,--) mx, = a, Mj НИ = o 
я — w 


提示 ， 1 


` 
>> 


3. Ж Hm х. =а (020), М Im шх.=ша, 


Rm næ 


4. # Hm x,=b, 则 lim ar=a! (a>0, а #1), 


; х. -а 
= і А fit] na 
5. В lim x, Fa о (250) Я lim x, =a, 


6. Й x,2>20 (п=1, 2, e), lim xx= 0， 则 存在 无 限 个 


n, 使 Xo>Xott (k=l, 2, №). 


7。 Ë f(x) 于 [a，bJ] 有 定义 ， 并 且 对 [a，b] 上 任何 一 点 x， 存 在 
x 的 某 个 邻 域 Ox， 使 得 f(x) 在 Ox 有 界 ， 试 证 fx) Fia ОНУ. 

в. ВЫ» (O 都 是 有 界 数列 ， 试 证 存在 ni 《= 1, 2,9, 
使 得 lim хп. 及 lim yn, 同时 存在 。 

9, # xE (a, b), (а, БИМ, n= 1, 2, *), {fCx,)} 有 
界 ， 则 存在 {x%,} 的 子 列 {x,t}， 使 lim xa É lim f(xn: 》 都 存在 。 

lu. 用 区 部 套 定理 证 明 有 界 非 空 数 集 必 有 上 、 下 确 界 。 

11. 用 有 限 改 盖 定 理 证 明 有 界 非 空 数 集 有 上 上、 下 确 界 。 

12. Ники, 


81.2 数列 极限 的 运算 法 则 


基础 理论 
1. 车 数列 {x} {у} ЖЖ, B) Z 416646 5 E {Xs t y,) 
也 收效 ， 并 且 有 
lim (x, ty,)=lim x,tlim y, 


по 1-0 HN 


2. 若 数 列 {x,}，{y。} ЖА, М (ху ж, 3 


lim (x, ` y,)=lim x, : lim y, 


з. № (x.) 为 有 界 数列 ， (y.) 为 无 穷 小 量 ， 则 它们 的 积 
{xa Ya} 也 是 无 穷 小 量 。 
4. Binh O) ka, Minyo, WË] = 


i. 


Mek, E. 


lim х, 
lim У, В lim У, 


° 26 ° 


利用 极限 定义 证 明 数 列 (хрма, g fü 8 F AT 
БУВАВ, (1 ) {x,} 的 极限 必须 存在 ,《2)4 是 给 定 的 
一 个 实效 。 有 了 上 面 两 个 条 件 后 ， 再 用 极限 的 定义 验证 其 结论 
的 正确 性 。 但 有 些 数列 其 极限 的 存在 性 并 不 是 显而易见 的 ， 因 
此 其 极限 也 就 无 法 由 定义 直接 证 明 。 此 时 ， 我 们 可 以 对 该 数列 
的 一 般 项 X,， 通 过 恒 等 变形 ， 使 之 化 为 几 个 较 简 单 的 数列 的 
和 、， 差 、 积 或 商 ， 再 运用 极限 的 运算 法 则 求 出 极限 。 


1 2n— 1 . 
例 1 Ж lim (2), 


LE 


N 1 3 5 1 
解 Ú хо ++ -, W 
1 2п— 3 2и— 1 
kx = фо Ро p Ct ент 
H T 
Ly =x -L 
Х.Х, 2 Xs 
] 2n_l 
++ ) 
1 3 2и— 3 2и ] 
-( 22 + 28 + + 2" ГЫ; ) 
1 2 2 2 2n— 1 
=+ 22 + 23 十 … 十 ә" 一 gri 
1 2n—i 1 1 
2 2" +(2+5+ top ) 
故 


== > т 
- т 
2—1 1 
所 以 : lim x,= 3 , 
im (AT. т) 
2 Ж lim (о За п+1 /° 


解 ” 由 于 对 任意 的 正 整数 k， 有 
ks—1 _ (k—1)(k’+k+1) 


Ks 十 1 — (k+iMk*—k+1) 


. 2°—1 3 一 1 0—1 
所 以 +1 31 n+l 


_ (2 一 D(2 十 ?十 D GDG?) 
 (2+1)(22:—2+ 1) (3+-1)X3'—3-F1) 


(n—1)(n?+n+1) 
(ит) (и — n+ 1) 


1.2... » (и— 1) 
3.4. +... (n+ 1) 


(2 十 2 十 1)(3 +3+i): ee (фир) 
f ` (2:2—2+1)(32—3+ 1) + +. (n2—n+ 1) 
由 于 对 任意 的 正 整 数 k， 有 
(K 十 1)2 一 (KK 十 1 十 1 一 K2 十 K 十 ] 


因此 
(2 十 2 十 1)(3 十 3 十 1)，… ИО 
(22+) (3-30... (п-п) 


. 28 • 


очи — пи 
О-о 3 ` 


故 2—1 . 3" 一 1 nl 
2 十 1 33 十 1 ns+1 


le 2. e. (n—1) . 用 2 十 用 十 1 . 
3.4. * ° (n+ 1) 3 


2 . n?+n+] 


从 而 


lim ( 21.381 п°—1 )=2 
ЧАА 25+1 384-1 ит /3 


т о 


0] з В х, =a, х=, 34 n> 2 时 ， х, == 11 LEa 2 
试 证 im x, 存在， 并 求 出 其 值 。 


证 因为 x 所 以 


2 
хх, 
X, — Xo = —x,_, 
T 2 (Xn a=) 


故 递 推 可 得 


1 
X, X, = = (xaaa) 


-(-4) (иная, в) 


2. . | К | . 29 °. 


人 ~ 


1 
=(-- (X, —x,) 


(o-a) 
因此 


oil Ct CAE (ку, )+х, 
= (-;) (у 1 je-a)+a 


о (3) oor 


从 而 lim х, FE, H 


"- 0 


[ 


lim x= ( b—a)+ as = 


т оо 


` | atz, 

例 4 设 Ха, y =b, z=c, x. = 2 
z,+ x, x, + n r Уһ у 
у... = 2 > Тат >” (И =1, 2, =+), МЕ 


1 
lim x,=lim y,=lim 2, =-=(a+b+ c), 


证 ”因为 


х, Уу, = 


Уһ TZ, а 
2 2 


1 
一 =z (x,- 1 —У,- i) 


故 递 推 可 得 Жуан 1) 


. 30 > 


所 以 lim (x,—y,)== 0 


闻 理 可 得 
lim (y,—z,)= 0 lim (z,—x,Y= 0 
因为 


x, +y, +z,= х 十 一 2 一 十 


х-на 
+ 2 


=x,-Ty,-i 42-1 


故 递 推 可 得 
х,у, а, =x Ру, tzi 二 a 十 b 十 ce 
所 以 
(x,—y,)— (y, Za) 
=(x,+y,+z,)—3y, 
=(a+b+c)—3y, 
故 


lim y= lato с) lim (x.—y,Y+lim (y,—z,)) 


Sw па aer 


1 
=z (a+b 4c) 


问 理 可 得 
lim x,=-(a-Fb+-o) lim z, =-= (a--b+o) 

以 上 几 饮 都 是 数列 极限 存在 的 情形 ， 有 时 数列 极限 并 不 存 
在 ， 我 们 仍 可 以 用 数列 极限 的 运算 法 则 来 证 明 其 极限 不 存在。 
其 方法 是 先 假设 数列 极限 存在 ， 再 由 极限 的 运算 法 则 得 出 不 合 
理 的 结果 。 

Я5 ВЕ 

(1) limsinn= 0; 
(2) lim sinn 不 存在 。 
证 (1 ) 对 任意 的 正 整数 k， 到 m= кт). MM 
kiami = lsin( ?kn +—9. 
А = 加 
2 sin(2kz+-—— 1 у) = sin( — 1 )* 0 
可 得 lim тия 0, 
《2 ) 假 设 lim sian 存在 ， 则 sin( n 十 2 ) 也 存在 , H 
lim sin (n + 2 ) =lim sin ñ 
[zq lim (sin ( n+ 2) —sin n)= 0 
由 于 sin (n+ 2 )—sinn=?sin і cos (n+1) 
所 以 lim cos (и + 1) = 0, AW limcosn= 0, 
因为 lim sinn 存在 ， 所 以 lim sin 2n 也 存在 。 由 于 - 
sin 20р = 2 sin ncosn 
及 lim соѕи = 0 sin n| <1 
W lim sin 2п=1|іт (2 sinncosn) = 0 
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从 而 lim sin n=lim sin 2n= 0 
于 是 lim (sin? n+cos’n)=0 
然而 这 是 不 可 能 的 ， 因 为 对 任意 的 正 整 数 mnm， 都 有 sia nn 十 
cos*pn= 1, 
#6 ВЕ 
(1) lim cosn= 0; 
(2) lim cos n 不 存在 。 
证 《1 ) 对 任意 的 正 整数 kK， 取 n = (2kzx), 则 由 
jcos n,| = leos (2kz)| >eos (2Kr 一 1 ) =cos 1% 0 
可 得 limcos иФ 0. 
(2) 假设 limcos nE, Mj lim cos (n+ 2 ) 也 存在 ， 
Blim cos (n+ 2 ) =lim cosn, W 
lim(cos (n+ 2 ) —cosn)= 0 
由 于 
cos (n+ 2 ) —cos n=—2 sin lsin (n+ 1) 
所 以 lim sin (п+1) = 0, М 
Ит sin ñ= 0 
这 与 例 5 的 结论 矛盾 ， 故 假设 iim cos n 存 在 是 错误 的 ,说 
Я lim cos 1 不 存在 。 f 
Ят AE 
(1) lim sin (2n+ 1 ) = 0,， 
(2) lim sin ( 2n 十 1 ) 不 存在 。 
证 (1) 假设 lim sin 《2n 十 1 )= 0, HIH 
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sin? (2n+ 1) +соѕ? ( 2n+ 1 )=1 
得 lim lcos (апт )|==1。 由 于 
sin (2n+ 3) =sin ( 28 十 ! ) cos 2+ cos ( 21 十 1 ) sin?2 
所 以 
liml sin ( 2n+ 1 )| =lim lsin (2и+3)| 
之 1im lcos (2n + 1) sin 2|]— 
lim | sin ( 2n 十 1 ) cos 2| 
=lim | cos ( 2n+ 1)sin2| 
| =sin 2 0 
这 与 lim sin ( 2n+ 1 ) = 0 的 假设 矛盾 ,于 是 
| lim sin (0+1) #0 
(ви, lim sin (29-1) 存在 。 在 单位 圆 周 上 分 别 了 
UZ, JT 两 点 为 中 点 ， 弧 长 为 kia ， 由 于 数列 
ntir 相 邻 两 项 之 差 为 2， 又 2 < 一 一， 所 以 数列 


(2n+ 1) 有 无 穷 多 项 落 在 以 了 为 中 点 ， кн НИЕ 
E, É (2n+ 1 } 中 的 这 些 项 为 {2+1}. UH 
sin (2n,+ 1 ) >sin (5—5) = sin => 

由 于 (2n,+ 1) R (28+ 11 的 子 列 ， 所 以 

lim sin (209+ 1 ) =lim sin (2т+1 ) > 二 1.2.1) 

同 理 ，{2n 十 1} 也 存在 子 列 (2m, + 1}, 4E 2т,- 1. (k= 
1 ，2 ，… ) 都 落 在 以 -为 中 点 ， 弧 长 为 二 的 弧 眉 上。 
因此 

sin m+ ! ) <Ssi (Ë+) = si i= —+ 
所 以 
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lim sin (2n+ 1 ) = Ни sin (2mit <-> (1.2.2) 
Ш (1.2.1), (1.2.2) 两 式 是 矛盾 的， 说明 假 设 

lim sin ( 2n+ 1 ) 存在 是 错误 的 。 于 是 lim sin ( 2n+ 1 ) 
不 存在 。 

顺便 指出 ， 可 以 用 例 7 的 类 似 方法 证 明 lim sin 21, 
lim cos (2n+ 1) Zlimcos 21 均 不 存在 。 

例 8 Ш 

(1) lim sinn? + 0; 
(2) lim sin n? 不 存在 。 

证 (1 ) 假 设 lim sin n* 一 0 。 由 于 对 任意 的 整数 n 都 有 
sin nz 一 0 ， 所 以 对 任意 给 定 的 > 0(。 <), DEEE 
整数 N， 当 KZN 时 ， 对 每 一 个 上 均 存 在 相应 ERM n, E 

k пл | <> 
不 妨 假设 (n) 是 严格 单 增 的 。 由 此 
|(2k+1)— (n. и) | 
= |((k+ 1)? =ni) — (К —n z) |< ë 
S mMm, =m h, М 
(6+1) - тл| < ë 
于 是 得 lim sin (2k+ 1 ) =lim sin (тл) = 0 
这 与 例 т 的 结论 相 矛 盾 。 从 而 说 明 lim sinmx0 = 
(2) 假设 1im sin n? 存在， 由 于 
cos (2n2)= 1 —2sin’n’ 


所 以 lim cos (2n* ) FE. 
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由 (1) 知 lim sin И 20, ВЕ 
lim sin (21) =1ііт sinn? 5 0 (1.2.3) 
由 于 
sin (2n)2=sin 2(2и*) =251щ (21*)соз (2и*) (1.2.4) 
所 以 lim cos (217) + 0. FKE, ЕВЕ lim cos (2n* ) =0, 
则 由 式 (1.2.4 ) 得 limsin (202) 一 0， 这 与 式 (1.2.3) 和 矛盾 ， 


А : 2n)? N . ， s. 
因为 sin (2n2 ) = ина 由 lim sinn* =< 0 K 


lim cos ( 2n* ) + 08 lim sin (21°) ЖА, H. 
lim з тои) < 0. ` 
由 于 sin( 222 ) = 25іписоѕи?, 所 以 


2 — 
cos И? = — 
2sin n° 


故 由 lim sin (21°). lim sin n? JEER lim sinn? 0 


Allim cosn° 存在 。 从 而 lim sin (n+ 1 )* 及 
limcos Cati) 均 存 在 。 由 于 
| sin (29n+ 1)=sin ((n+ 1)* - и?) 

= sin (n+ 1)2 cosn°`—cos (n+1)? sinn? 
ВЕБ lim sin (29-1) 存在 。 这 与 例 7 ИЖ, ММ 
lim sin 到 不 存在 。 
”用 类 似 例 8 的 方法 同样 可 以 证 明 出 lim cos AREE, 


ям 
1 1 1 
5 — — - 7 ... — 
1. Ж tim | 1+2 2.8 f кау |+ 
o p g 2и — 122 
2. ж [еее ИИА, 


ER, за =12 +224 324.412, M| 12+3?+e + (20-1) = 
аза - 45а, | у I Е 

3. WE Ша sin (але )= 0 《6 为 常数 )。 
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4. БЕ lim cos inn? + n )= 0. 

5. 试 证 lim Covntl T> +a /n+p)= 0, Ж as +a, 
+. +a,= 0, 

提示 ， 对 任何 正 整 数 k, lim( Vn +k - V n )= 0 K 


Gov n tay n +e +a, n > 0, 


O $1.3 数列 极限 存在 的 判别 方法 


基础 理论 

1. Ж{х,}, {у.}, {2} 是 三 个 数列 ， 如 果 存在 正 整数 

， 使 得 当 n2>N W # x, <y,<z,, Вт x,= lim z, = a( 
A AKA 无 穷 ) м limy,=a, & — 结论 称 为 两 头 夹 E 
m. 

2. 若 {x。} 单调 上 升 〈 下 降 ) (T), Milim 
х, 存在 。 . и 
3. RxD 0 (и=1, e) ,如 果 lim Zati= a (a 


有 限 或 无 穷 )， 则 1im х, =a, 


4. И {у} 严格 单 增 ( 或 存在 N， 当 n>N 时 ，{y,} 严 
ЖЖ) 趋向 于 正 无 穷 ，， 且 


5. Хх} 是 一 个 数列 ， 分 别称 limsupxo 及 
в mn 
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lim infxo 为 1Xs 的 上 投 限 和 下 规 限 ,并 分 别 记 为 tim х, их, 


Rm mən awa 


lim x =a 充 要 条 件 是 Lim x, = lim x, =a, 

6. limx,=a @ ФАНД (x,) 的 任意 子 列 (xw l A 
lim xu =a. 

т. Хх. ра двда 的 е>0, 存在 正 整数 
N, ът, >N W, kax di < 8 , 

我 们 知道 ， 营 lim а „= Q, lim x,=a, Alim ( x, + 
а.) = 二 a。 利 用 数列 的 这 一 性 质 可 以 解决 如 下 问题 设 x,< 
у.<2,, {у,} 的 极限 不 易 直 接 求 出 ， 但 lx.) 和 :zs 的 极限 是 
已 知 的 ， 或 非常 容易 求 得 ， 且 (x, 与 {2,} 仅 差 一 个 无 穷 小 
量 ， 这 样 我 们 就 可 以 由 lim x,=lim z, 很 方便 地 但 到 (y, 的 
极限 。 但 需要 指出 的 是 ， 在 一 般 情况 下 ，{x,} 及 1%,} 并 不 是 
事先 就 已 经 给 出 ， 而 是 根据 {y,} 的 各 项 适当 缩小 或 放大 而 得 
到 的 简单 数列 。 在 放大 或 缩小 的 过 程 中 ， 要 始终 掌 担 如 下 准 
Я], Жу. 中 业 锁 的 无 穷 小 量 部 分 ， 使 其 保持 极限 值 不 灾 。 


例 1 设 a 之 1, ЖЕ Ца (и+1)а —na )= 0 , 
证 当 a<0 时 ， 显 然 结论 成 立 。 
м 0<a<1 м, НТ 


0<(n+ 1° —n° =n°| ( 1 ++) 一 1 ] 


Eg <e +#)- ] 
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又 lim = 0 


nea 


因此 lim ((и+1)* 0°) =0, 


-0 


例 2 ЕЯ lim (1 +) =e, lim х,=:оо, ЩЕ 


P х: 
in 人 十 РЯ ) =e, 
证 ”显然 只 要 证 明 lim х,= Боо 或 lim x, 一 一 co 时 都 有 
1 Xr I 
lim ( ! 十 元 一 ) =e ЩИ 


nem 


(1) M lim x,=+eeBf, É (x,)=M,, № 


M, <x, SM, + 1 , [74 


M,+1 < х, < M, 
因此 а 
` st Xn 
1 1. 
(мг) 1 <( +.) 
Mati 
Ma 
! À 1 _ 
«(1+ ) (i+ M, ) 
HF 
1 Mat) 1 
lim 1 十 - 
lim | (1+ м 7 
M,+ 1 
, М, +1 1 
=lim {1 十 一 im 一 一 一 一 一 一 一 
t>o \ M, + ] x i + 1 _ 
M,+1 


па [G a) Oa 


=lim (1 +") -lim 


mnm limy, +=, 故 由 (1 ) 得 
lim (1 +1)“ 
-lin (1 -二 ) ” 
=lim ( y, 2 ) 
Г tl 1 
=lim (1 +r] (+ 
-) um (14r) 
=e 
如 果 数 列 {Xs} 由 xi 一 xs (n= 1, 2, <+) Я X 


给 出 ， 且 {x。} 是 单调 有 界 数列 ， 则 lim х.ВА, TE lim x, = 
а (až zA), KER xm f(x 656 WW b 2 R a IR. 4 
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到 一 个 含有 未 知 量 a 的 方程 ， 通 过 解 方程 及 由 题 设 条 件 可 唯一 
确定 出 {Xx,} 的 极限 a 来 。 


BIS Ш x=Va, x im a+x, (n=1,2, ++), 
其 中 a >> 0， 试 证 lim x。 存 在 ， 并 求 出 其 值 。 


п» 0 


… 证 显然 n= at Геи, . 


n + 


чаву + Ja Teta, 可 以 看 出 Xati D Xa 


1 十 1 个 
(n=1, 2, =), № (x,) АЙ, H ` 
x, =V a +x, 
得 жа =a+x, 
LH x, <x,, 得 
x, <a--x, 
故 х, 1 


хх, = ма (n=1, 2, =), МЫ 
а 
故 由 x。< 十 1 得 


x< a+l1 
从 而 (x,) 有 上 界 ， 所 以 lim x, 存在 。 
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设 Нм x,=b, 则 lim Xat =b, 对 xy =./а 十 xX, 两 边 
取 极 限 得 ' 
b=vVat+b 
解 这 个 方程 得 
1+wi1+4a 


b= 2 


М х,а 0 (n=1, 2, =), Шш х.>0, МЫ 
0 ， 从 而 b = +40 а, TE 


T 1-51-44 
im x,=—— 


Li: 


Ив. а, ни += ) ( n = 
…) ， 试 证 limx, 存在 ， 并 求 其 值 ， 
证 可 归纳 证 明 ， zx,>> 0 (п=1, 2, =), ИЖ 


1 а \ 2 — 
x. = (x.+ x а _ А ма 
* 2 a +: x, 


而 x* + a >2,/ a x, 


所 以 x, > a 
故 {х,} Ия 
因为 (+ 


而 QS DI <i 
Их. 单 减 ， 因 此 lim x, 存在 。 
ВЕ Пия, р, Hx, SAOR H 两 边 芭 极限 得 
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+0 
解 这 个 方程 得 。 ъ= уа 
ЮН x,> 0 ( п =1,2,..) пх, = a, 

为 了 证 明 数列 {X,} 的 单调 性 ， 有 时 直接 证 明 xs41 一 %; 之 0 
(470) д- 01 > (A<1 ) 是 很 困难 的 ， 可 以 应 用 导 
ЖФ PF) (或 二 0 )， 则 1Cx ) 单 调 上 升 (或 
单调 下 降 ) ”的 结论 ， 来 证 明 数 列 的 单调 性 


例 5 设 x,>>0， x= SEa) (n=1,2,…)， 试 
证 limx, 存在 ， 并 求 其 值 | 

证 BHAE, x> 0 (п=1,2,-6), 

因为 


3(1+x,) — 3(3+x,) 
3+ x, ` j3+x, 


0 < 


所 以 {x。} BE, 
下 面 证 明 {x,} 的 单调 性 。 
30x) у 3—x, 


Xati TX, = = 


3 +x, ”  3+x, 
_ ; (х? 十 6x 十 3) 
Фк) = (хро), И” (х) = тау? 
<0 O AIC) MA FRE, 
由 于 x = изн, f(x)= 0, 所 以 当 0 <x <, З, 
1(x)>0 не в 
3( 1 十 X , ее € ` 
设 9( x)= Tx 0 (х) > 0 МЫ 


= 3 


MORALA, M0 La LTH PO UYD 
3 十 3 
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= 3, шузы, р(х )уо а 30 и, IH 
3 十 3 

i, #0<x, KV 3, Mo <x K3 (n=i,2,w); 车 
х>Уз, M) 3<x, <3 ( n=1,2,=-), ММ, 当 0 < 
x < 3 时 ， Xari X= f(x) > 0 , Міх, РА ЕЗ; 当 x, 
>V 3 时 ， х, —x,=J(x,)< 0, М} ТИ. ИЦ 
{х,а 

Hx. ЗО) 两边 取 极限 。 解 所 得 方程 ， 且 由 条 件 


3 +x, й 
х,>20 (и=1,2,..) в limx, =v 3. 


љт (х,а, ЕВА {х,} 的 单调 性 。 这 里 
我 们 只 关心 {Xx,} 是 否 单 调 ， 至 于 {x 是 单 增 还 是 单 减 是 无 关 
紧要 的 ， 因 此 只 要 能 证 明 Ха Xat+l 与 X41 一 Xs 符 号 是 否 一 
致 就 可 以 了 ， 上 面 的 例 5 中 证 明 {x,} 的 单调 性 就 可 以 采用 这 
种 方法 ， 现 证 明 如 下 ， 


因为 
3—х2,; 
арр 
3(1+х,) 7? 
2] 3 十 xX。 ] 
3(1--х,) 
3 + зх, 
3 一 X8 
(3 十 x,)(2 十 x,) 
X x,>0 (n=1, 2, ...), МЫ 
3— x? 
Xara T Xar — _ (S+x,)(2+<x,) 
Xati T Xs 3— x} 
3 十 X。 
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= 二 元 wr 
故 Xa+ Ха) 与 Xs+ 1 一 Xs 符号 相同 ， 因此 {х, } 为 单调 数列 。 至 


于 {х.} 的 有 浴 性 及 其 析 限 值 的 求法 可 参阅 例 5 的 证 明 ， 这 里 
Ak, 


N _ — x „(х2-+-3а) 
Я6 х. 20, Xari аа 0020), 试 
证 (x,) 收敛 ， 并 求 此 极限 。 
证 当 x <a, 可 以 证 明 对 任 ВЕЩИ, WA x1—< 
a, 事实 上 , ох) = х (ZE) (Co << <a), W 


Ф, (x)= :( x—a ). x 二 3a >o 


f 3x+a 3x+a 
因此 P(x ) АЙ ЕЯ. 
设 k 为 非 负 整数 ，x?< a WJ 
xta =xi( sikia ) 01) <е(а)=а 


МЕЛЕН п, WE ха 


X ei _ Xat3a _ 1 8a ) 
х х, =a =3(1+ Е 


> (1+ ака )=1 
故 {x,} 单调 上 升 ， 从 而 {x，} 收敛。 


бахь, Mx. 0607120) 两 边 取 极限 得 
b= b(b*+ за) 
3b°+a 


由 于 {х,} А ЕЯ, Вх.>0, #6220, AMAN Ь = 
b(b*+ 3а) ; 
За № 
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E lim x, = va 
同 理 可 证 : 
4 ха 时 ， (х, ИЕ. Hlimx.= a, 
щи ані, 显然 lim x,=, a 成立。 


УТ jx =ша, x= Xt n(a—x,) 《下 一 1 2， 小 
试 证 lim x, 存在 ， 并 求 出 其 值 。 
证 ИКх)=х+щ (а-х) (x<a), H 


1 Q 一 1 一 X 
7 X )= ] 一 = 
f ( ) ах а—х 


所 以 当 х <а-і, /(х)р> 0. Кх), м x >a] 
BJ. 7 (х)< 0, f(x AR, 故 f(a 一 1 是 万 x ) 的 最 大 值 ， 
Rp Кх)<Ка-п=а-—1 

所 以 | 


x,=fÍ(x,)=Í(Ina)<a—1 
可 归纳 证 明 ， 对 任意 的 正 整数 ma ， 都 有 
x, =J(x,)<a—lI 
故 {x,} 有 上 界 
因为 当 x <а—18}, 1а (a—x)2$, 所 以 做 Xx) 之 x， 
m . 
x, = (хх, 
从 而 lim x, 存在 。 . 
В lim x,= b, МХ x,, = x,+In(a—x,) BB 3 8 8 48 
т" b= +18 (2—6) 
故 =а—1, Ш lim x,=a— 1, 
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需要 特别 指出 的 是 ， 如果 {xX lx, = f(x,) ИХ № 
‚ КЖ Ax.) 的 极限 ， 必 须 首先 证 明 lim x 的 存在 性 ， 才 能 

ах )》 的 两 边 取 极限 ， 再 解 方程 Я Z H ix, 6 M HK 
R. PRE REY lim x, 的 存在 性 ， 就 直接 运用 上 面 诗 到 的 
方法 求 方 程 的 解 ， 这 样 得 出 的 解 不 一 定 就 是 4х} би, Я 
如 ， 设 xn 一 2 (п =1,2,...). х, =2х, ЖИ lim x,= 
а, x, a=2x, 两 边 取 板 限 ， 可 解 出 a 二 0 的 结果 ， 显 然 0 
不 是 lx.) 的 极限 。 

ЕЯ, it x, =(—1)' ( n=1,2,*. ) , B] x, = 一 X,。 
如 果 设 limx,= а, $x, =—x, ARAR, ТЯ 出 4 = 
0 ， 显 然 0 不 是 ix} 的 极限 ， 

有 时 数列 {Xs} 是 由 Xs+j =/(х,) 的 形式 给 出 ， {X,} 不 一 
定单 调 ， 或 即使 单调 但 很 不 易 证 明 ， 可 是 (x. 的 极限 可 能 是 
存在 的 。 此 时 可 采用 下 面 的 方法 首先 证 明 x (х) 的 解 存 
在 ， 然 后 再 证 明 这 个 解 就 是 {x。} 的 极限 。 下 面 例子 就 是 采用 
这 种 方法 证 明 的 。 


8 Их 为 任意 一 个 实数 Xai 一 cos x, ( n=0,1, 

… ) ， 试 证 lim x, 存在 ， 且 其 极限 与 Xo 无 关 。 

证 jË f(x )= x —cosx, mp (x)= 1 +sinx> 0 , H 
1 十 sinx 在 任何 有 限 的 区 间 内 只 有 有 限 个 零点 ， 帮 用 x ) 严格 
单调 上 升 。 

因为 六 0)<0, 1(1)>>0, 且 x) 在 [0,1) 连续 ， 所 
以 存在 唯一 一 点 &( 0 之 5 之 1 ) ,使 1(&E)=0 соѕё= 6, 

下 面 证 明 1im x,= £ , 

Ш. МИРОН, о<х,<1. 因为 


„+, —& = jcos x, —£] = |соѕ x, —соз& 


М 
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EB.cosx 可 导 ， А АВЕ. 存在 n (ТЫТХ,, 
之 间 ) ## 

|соѕ x, — cos£] = sin? .- |x.—£| Ssin 1， |, 4 
即 ,+i 一 下 二 sin 1: |x, 一 
可 归纳 证 明 ， 对 任意 大 于 1 HERAn, WA 

|х, 4 < (sin 1)" |, 4 

由 于 0 <іа1<1, МЫ xi 0 (поо), 从 而 有 
lim x,=š£, АЕ £ 与 x。 无 关 。 
利用 已 知 的 结论 ， 由 数列 lx.) 的 权限 求 另 一 与 {1xs} 有 关 
的 数列 {у} 的 板 限 ， 这 是 求 数列 极限 的 常用 方法 。 这 样 借助 
于 已 知 结 论 ， 可 以 避免 蒙 杂 的 证 明和 运算 ， 能 较 容 易 地 但 到 所 
需要 的 结果 。 下 面 举 几 例 说 明 这 种 方法 的 应 用 。 


例 9 RE Jim 一 < =e, 
"9 МВ 


证 Ë <= 


nl 


n = oj т . 
Z= ух. в 


(п 1)**1 
аа (ИП! =(1 +4) е (PR 一 co) 


x, п“ 
п! 


所 以 由 基础 理论 3 知 lim 一 < 一 =e。 


ro А/В! 


例 10 设 0 <х,<1 , X. (= x,( 1 —x,) (n=1,2,.…), 
试 证 lim nx,= 1, 
证 易 归 纳 证 明 0 <x,< 1 (п=1,2,...), 所 以 
. 48 . 


жа XxX) _ _ 
x, z 1 —x,<1 


改 {x。} 严格 单 减 有 界 ， 从 而 lim x AHE. 
设 lim х,=а, IHx,.,=x,( 1 —x,) 两 边 取 极 限 得 
a =a(1—a) f 
解 这 个 方程 得 “一 0 ， 故 lim x= 0, АМН Ре 83388 
于 十 >， 由 基础 理论 4 得 
(n+1)—n 
1 


. . n А 
lim их, = На ——=lim 


€ — о Ro п со ~ amm l 
x, Xati x, 
一 1im х, X,+1 
t-o х, Xarı 
=lim xU —x,) 
w x,—x;(1— x, 


由 基础 理论 4 的 特殊 情况 得 出 的 “车 1im х= a, Я 


Xi tX tte tx 
n 


lim =’ it, Ë 3k p] 1 IË 65 Biz d g. te 


ne 


党 被 利用 。 


例 11 lim x,= a, lim y,=b， 试 证 


KaYa FX y, ten EXV 


ix p e 
证 因为 lim x, FE, М {x,} 有 界 ， 设 |x,| 志和 


4 


( n=], 2, =), 则 
| . 49 。 


ау НУ, ах, Y 
Hn 


= x (у. 6) х, (У, о)... х. (y; — b) 
n 


+ в ааа) 
н Jim ,—b| =0 及 [x] SM (n=1, 2, ++) 得 


Li 


(у. В) х. (у, amb) te tx (y —b) 
n 


多 ,一 中 + Ya bi et |y,—bi 
n 


<M 


— 0 (n — co) 
所 以 | 
Xi (yab) tx (В). х, (у В) 
lim - wa n l 
= 0 
因为 lin x= a， 所 以 


п-ка 


А ххх, а 
lim P. = 


а 


ХУ. FX Ya i НХ, У, 
n 


lim 
Xi 一 中 十 Xi(7 a b) Бх, (у, Б) 
n 


=lim 
е — с 


+x,) х, 
tlm o ~ 


new 


=0 +b » а =ab 


例 12 Жа=и, а,= ѕіпа, ( n = 1.2, ), 试 证 
lim 证 У) (as+a) 存在 ， 并 求 出 其 值 ， 基 中。 为 常数 . 

证 “由 归纳 法 易 知 ， 对 任意 正 整 数 n， 都 有 0 <а,<1. 

因为 当 x € (0, Z), 0 <sin x< x ,所 以 

a,=sin a,-,/<a,-, (n=1,2,.") 

因此 ta,+ 单 减 有 界 ， 故 lim a, 存在 。 

设 lim a,=b， 则 由 0,=sin 0,-; 两 边 取 极限 得 

b =sinb 
所 以 b= 0, Им a,= 0, W 
а, +a,+- +a, 


lim " = 0 
1 п 
从 而 lim 页 > (a, +a) 
f (а, На) + (а, +а) +: + (а, ta) 
=lm n 
=a 


#13 №х.20 (пи 一 1,2,… )， 且 对 任意 的 数列 у, 
满足 lim ( Х,У, ) =lim x, ° lim y,, 则 lim x, 存在 。 
证 设 lim х,= a, limx,=b, Ш a> b, вт 


lim x,= b, БЕЛ (х, 的 子 列 {x,,}， 使 得 limx,, = b 
K 令 p . 
1 п =и 
={ 0 SAKSI 
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则 lim(X,y,) = 11тхиь= b 
lim x, : lim у, =0-1=а 
ЖУР (х,у,) = x, 'lim y, НРА, & 
lim x, На. х, 


从 而 lim x, 存在 。 


例 14 8 1а.) 有 界 , 则 lim (al "+ а "ее lant 
存在 ， 且 

lim ( la | "+ а! "十 … 十 а,“ ) = supi laal te 

证 ” 设 sup { 0, }= a ， 分 两 种 情形 证 明 ， 

(1) ҷа = 01}, WAEREA п, Яа, = 0 ,所 以 
lim ( a,l’ aal "Tes в") 10. 

《2) 当 2 之 0 时 ， 由 上 确 界 的 定义 知 ， 对 {Ei BJ e> 0 
СЖ еса), ЕТЕМ, јал 2а—е, MS n> 
N 时 ( kal + laal ++ а") "> Jaxl >a—e 
从 而 

lim ( lol "+ al 十 二 lad " ) 1 рае 


H e 的 任意 性 得 
lim( oil "+ а "+++ lad " ) "а 


另 一 方面 ， 由 于 
Са" la, "++ в") Спа") "= ag n 
所 以 


Hm (lol + B| "+. t Jad O U <lin ата 
lim ( а" а "+ 0 912 
> ви "+ edt 9") 


由 上 、 下 极限 的 定义 显然 有 
li lail" lasl "Het о") 1 


nm 


<lim( kal "+ lo 站 "十 十 а") 12 


1") 
=Tim (| "+ a| Fee в") 1 
ATi lim Са" jad "е aa] Y) UE EBA а, 


例 15 Хх) Fla, b) 严格 单 增 ， 车 对 于 x,& (a,b) 
(n==1,2,… )， lim J(x,)=f( a ) 成 立 ， 则 lim x,=a, 

证 假设 lim х, та, H x,€ (2,6), МЫ lim x,> 
а, Ни x= c ， 则 存在 {x,} 的 子 列 (xa, }， 使 得 


limx,, = c 


k—= to 


НИЕ Ко, Ш ЕКШ, xa >E, HFI) Ча, b) 
И, Мон k > koli 


хь > ( 


Ee > ко) 


a+c )- f(a) 


另 一 方面 ， 因 为 lim f(x,) 一 f(a), 记 以 对 于 。 = (27) 
一 1 a)> 90， 存在 正 整数 N， 当 > N 时 
Fx) = <) а), 
从 而 当天 充分 大 时 
Кии Ко) (=) Ка) 


从 而 ба) (a> C a 


ki 
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此 式 与 Kx )-Ка)> 10-250) 0а) 矛盾 ， 故 假设 
lim х,а 是 错误 的 ， 从 而 得 到 lim xs= 4 。 
利用 “jim х,= a È 分 必要 条 件 是 对 于 1 x, 的 任意 子 列 
{х,,}, ЖЖ lim хи, = а ”的 结论 的 否定 命题 证 (x, 的 机 
限 不 存在 ,或 用 反 证 法 证 明 {Xsj} 的 极限 存在 有 时 是 非常 方 使 的 ， 
916 设 xa 有 界 ， 且 满足 条 件 ， 对 任 给 定 的 。>> 0 ， 


ЕЕ М, топ МЕ, x,—x,< е, Wix, Wak, 
证 ”假设 {x,} 不 收敛 , 则 必 存 在 {x,} 的 两 个 子 列 xm Y, 


4X KW 433 a, b (ать ), EB 


lim xw, = а lim x" =b 
不 妨 设 < b ， 则 存在 正 整数 ki, МКК 时 
xn ~al <a | 


同时 成 立 ， 所 以 


xf 一 一 
故 当 ki, k,2>ka 时 
; b 一 0 ү i b—a 
пить о-в бое) 
= b—a 
2 


另 一 方面 ， 取 2 =(b 一 a)/2， 则 由 题 设 条 件 知 ， 存 在 正 整 
AN, ити > МВ 


‚ 64° 


因此 取 充 分 大 的 ,， k,, к, , к, >Кь, Huk. >r, >N, 
8] 


хп —х ng, <(b—a)/ 2 


ERI xa. хп 2—20 矛盾 ， 故 {x。} ВЫХ, 

在 命题 的 证 明 中 ， 有 时 利用 基础 理论 6 的 特 款 “lim x,= 
9 的 充 要 条 件 是 im x,,= limxsst1 一 a” 更 方便 些 。 此 方 
法 不 仅 可 以 证 明 Ix.) 发 散 及 用 反 证 法 证 明 {x,i ЖА, Я 
直接 证 明 x.) 的 收敛 性 。 

例 17 я 
(и=1,2,...), WE lim х, 存在， 并 求 出 其 值 ， 

证 因为 


1 2 2n—1 2n 
i EE A 
上 | 
2n ? 
l 2 
х. 8+1 ” 21 十 | Jtet 
21 一 1 2n 2n+ 1 
+( on 十] и! )+ 2n+1 
-hn и! 
28-1 2n 十 1 
п 1 


1 
kuwr sv 
所 以 lim x, F, Hlim x, = 一 1/2。 
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例 18 #a>1,x >a, x= LEa (n =1,2, 
=). WE lim х, 存在 ， H lim x, = a, 


а+х = lza а--х 
证 м) 26,0, AEE 严 格 单 
ити. 


下 面 用 归纳 法 证 明 (х, AER, Ian) 有 下 界 。 


由 于 xi>w5， 且 SES 单调 下 降 ， 所 以 


Ка atx, a 十 va 
X2 Kx, < 一 一 一 二 

假设 Хх... > a, x, <a, 则 

a+x,, a+ a — . 
>—— 

1 十 xx I+Za 


Xare = 


ы п-се = a 
因此 对 一 切 正 整 数 %， 都 有 
x < a Xaa V A 
再 证 明 (xaa) 单 增 ， {X21 OER. 


а+х,, 


Xati TX, = ух, 一 X2za-1 
я 


aj+-x,,_, 
а + 1 十 X*。 |， 

a-+-x,,_, 
l+ хи 


20 十 (1 十 co)xas-， 
(1+) 2х, "1 


2(a— хі, D 
Fatx, S? 


х, 
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zi 


间 理 可 证 


Хава, > 0 
Я {X2x} 单 增 ， {Жанна} 单 减 ， 因 此 lim Хз, 及 lim X:s+1 И 
存在 。 设 lim x,,=A, lim xa В, H 


= ах, 
! , X;:ua+1 {十 x， 
TX 
及 Xop LXi 
两 边 取 极限 得 
_ 4 十 4 A= а+ В 
ГРА 1+ В 
解 这 个 方程 组 得 
А=в=+уа | 
H Fx, >V a, ABSa, д= В = -у а, М 
得 lim x,,=lim X = a 
于 是 lim x, 一 wa， 


最 后 举 一 个 利用 柯 西 妆 化 原理 证 明 数 列 收 和 分 的 例子 。 


919 ”如 果 存 在 常数 M， 使 得 对 于 一 切 正 整 数 都 有 
jx 一 xi + [x ,—x,] 十 … 十 |х... <M 
则 {х,) 收敛 。 


证 令 y,= х.х + xs 一 xi ++ (Xari Хх, ( n= 


1.2, ), МОД MRAR, КОВ, DAHER е 


>0, EEN, щт, n>N} 
уау. < ё 
km, п> МЕ 
lx, —x.l 


. БТ. 


= (х) FH Xna En) 1 (х, х, 
< |x,,—x,- | 十 Xm- Xal 十 … 十 (Xar xnl 
= Yrm- —y,- | LE | 

从 而 (х,} 收敛 。 


练 > 题 


1. 用 “两 头 赤 定理 ”证 了 明 


\ 
(1) tim ( ару 
ню ИИ +1 wn2+2 ми? + п 


; A 1 _ 1 
(2) tim (~ tart * нЕ )- • 


1 8 _ 
(8) lim (о, 


2 2" 
n — 00 
— 1 8 21 一 
提示 ， ə . 4 . `... gn 1 — 
一 V 2n+1 


CA) Ü Gis аз, =, а 是 8 个 正 数 ， 试 证 
Ню Аат ai. Ра" = max ys Ggs eate 


n. 


2. 利用 单 谓 有 界 数列 必 有 极限 的 定理 征明 以 下 数列 收敛 ， 并 求 
出 其 极限 。 


(1) xav 2, хе 2,1 (=l, 2, < 
(25 x= 1, х,=1+ Kreu (n =1, 2, eo 


$. Ú: x1=a>0, у= b> a< b, Xt =V х,у Ун = 


T спеть 2, oe RE (a 07.) 的 极 服 存在 且 相等 。 
4. Ж lim /ni5+ni。 


п D 


5. 设 ? 为 正 整 数 ， 试 证 
‚ 58 ° 


: 1° +2° += +n? п 1 
(1) lm ен. -——)- 
А 1? +3? +e. + 1-0’ 2р 
(23 lim PUEE р+1 ° 
п — 
N ен _ X. 
6. Ш lim ¿x,- x,-1)=aG, АЛ lim и = a. 
и --0 n0 
+ xə + = + 
7。 设 (x) 为 有 界 数列 ，0, = 一 一 一 一 -， 试 证 
(1? lim a lim х, 
(2) lim a,< lim x, o 
A- Lai 
8. X0 (n=1,2,=), Hm х, = 0* 试 证 存在 无 限 多 个 下 标 1 


n— o 


s Exx (k=1,2,", mn- 1). 
9. 设 数列 {x,} 满足 条 件 ， 存在 实数 4 >20, 0<г<1, ER 
ах, ег", БЕ (х,) 收敛 。 
10. 设 数列 {x,} 满足 下 面 不 等 式 ， 
0<x,. <x,+x, (mn, т =1,2, е) 
试 证 Нш, 


11. 若 x,>>0 (n=1,2," ), MJ 


(1) lim -2m llm ER 


nw А n — 


(2) lim ты /Xo 
g = e т = 


81.4 数列 极限 杂 题 举例 


例 1 Б a,> 0 (n=1,2,. ) , x, = (а. +a, + 
171 1 1 в 

= — 一 十 一 十 … 十 一 WI a „22 1 n =1., 2 а 

a), у, п (а а, 21). M|x,y, 2 К их ) 
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证 b b=V/%, см 


ма, 
bc,= 1 (na 一 1，2，…) 
山 许 瓦 兹 (Schwarz) 不 等 式 得 


a= > Б.С ) 
k=1 


< Ë "5 =) 


ЕЕ а 
У 1 -) 
24 (ZZ a, 
= nx, * НУ, 
=и“х,у, 
L ` X, Ya > 1 


$2 BRAI) MERE: хо <x,+x,+ a ( 2 为 
常数 ) ， lim _ = ( b RRt), 则 lim =v. 
证 分 三 -种 情形 证 胃 
(1) 当 b 有 限时 ,由 于 lim а= b ， 所 以 对 任意 给 定 的 
0 ， 存 在 充分 大 的 正 整数 m， 使 得 
| 
m | la| 
kep < el <。 
| 
同时 成 立 。 
£ А = тах ( іх, іх. |, =, x, l ), 取 充 分 大 的 
Еп, {Я 
А < в ть <a 
n n 
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É n=km+q (к, а ЖЖ, На < 有 ) %х, | 
0, W 


xs 一 XimteXin 十 Xg 十 0 


<SKx tx tka 
从 而 
kx, x ka 
Е 26 та + n + Кт +q b 
х km q . 
=( -5 ) km+q  km+q b 
tt 
| m el 
< Wa АЕ + 
<4е 
又 由 于 ш. 一 5， 故 当 于 充分 大 时 
— 
从 而 lim =, 


(2) M b = 一 oo 时 ,由 于 Пп ©, 所 以 对 任意 给 定 
的 M>> 0 ， 存在 充分 大 的 正 整 烤 m， 使 得 
| -< 一 4M а < 


疗 时 成 立 。 
| WA = тах ( К! , ixl —, Kail ) ， 取 充 分 大 的 
п, Фп =Ккт+а (к, ЧА, Eq <m), ， 使 


. 61. 


则 x, < x, km Xa ka 


n m ` km--q 7+ кт +9 + km +9 
Xm km Xo jaj 
<m n tn tm 
«ами =-м 


从 而 lim T= — 00, 
(3) 当 b = 十 co 时 ， 由 Him <*> lim = 十 co 得 


mo Nn 


: x, =+ 
— CO 
lim Р 


n — 


例 3 Шх,>0 (n=1,2,--), HWE x, i. <ax,x, (а 
> 0 为 常数 ) ， 试 证 jim JFE ERR”), 


证 XW x,...Sax,x, 两 边 取 对 数 得 


ах, <lnxsln x, tina 
由 例 2 知 lim 下 -存在 ( 包括 无 穷 ) ， 设 limt Ь, 
即 lim 1а Y= b, MU lim Д, еб, 9 


Ма Ша, БЕЛ, m, пу, Вт, пж 
同时 为 零 ， 试 证 iaf { та+нЫ }= 0. 

证 设 4=iní { та" }。 下 面 分 两 种 情形 证 明 ， 

(1) Жет, nem, w (тет. n=w 不 同时 成 


四 当 记 = - ові, 令 «0; щре + он, Фе = +o, Шр = t оні, 
Ни s xa = НЕВА. ` 
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Ў), mat+tnb=m atn b, тт’, п-п ЖИВЯ 
2, H 
Кт т’ )а+ (п-и )b| = 0 
ЖА = 0. 
(2 ) 阁 对 任意 二 组 整数 mm，n 及 m’, п ( m=m' , n= 
o 不 同时 成 立 ) 都 有 


. mat+nb*m’ai+n’b 
Ва л> 0, ж а> 161. Фм +1]. 
щт, п 0, +1, +2, ~, + 的 一 切 值 


BJ, та+ ир 可 得 (2N 十 1)? 个 不 同 的 值 。 显 然 每 一 个 不 同 值 
看 作 数 轴 上 的 一 个 点 时 ， 这 些 点 与 原点 之 闯 的 距离 matne 
都 有 | 
lna + nb| < jmal + |"Ы 
< та] + Inal 
= ( [т |+ |n| ) jel 
<2N |а| 


因此 ， 以 每 点 为 中 心 ， 以 了 为 半径 的 开 区 间 都 应 包含 于 开 区 间 


(一 2N lal -Ż, 2N |а| +4) 之 中 。 由 4 的 定义 知 ， 这 
(2N 十 1)* 个 开 区 间 互 不 相交 。 因 而 这 (2N 十 1)* 个 开 区 间 长 度 
之 和 应 不 大 于 开 区 间 ( 一 2N |a | 一 全，2N | a1 + )ики. 
Bp 


(2N+ 1)?A<2(2N [a| +2) 


从 而 
N4 和 1c| — 4 < 1а 
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N <—— s: 


мг, те 
азу [l аж, wa лоте, ma 
EA = 0 . 


Я5 Kix) 是 一 个 正 数 数列 ， 试 证 


Tim „(5 l )>: . 


证 假设 Па n (一 + 1 )<1， 则 存在 正 整 数 
N， 当 nn 之 N 时 
n (一 一 1 )< 


х. 

x, l X,+1 
因此 в > n+ 1 + n+i 
K 

XN+1 
> NFT t N+! 


X N+1 1 
М+1 > N+2 М2 


А Зоо ха ооо рее со сое 


Ху+т > 1 Ху+т+1 
N+m”  N-+-m-+1 М+т+1 
пом ЕЮ 


1 
NNF NFI ма т” 


1 XN +m+1 
+ N+m+1 + N+m--1 


1 


> 十 一 十 ~ 十 


从 而 . 
N 1 — 
> У ни T° 
而 这 是 不 可 能 的 ， 故 
Tm н Atasi -)> 


n-eo x, 


例 6 Шх,>0 (n=1, 2, +), H lim x,= 0, 


-D 


O за (р) =o, 


n= kei 


(2) lim sap (П) . 


поо {>21 


证 (1) 令 „Цу я 


]n tl xy 十 … 十 1n x, 


In y,= 


n 

由 于 lim x,= 0, 所 以 
lim ln x,=— °° 
故 
In х, пх, + ах, _ 
lim — 一 一 

Bp lim In y,= —°°ə 
从 而 lim y,= 0, 


s= ， 


1 
NTI N+šŠ 7М+т+1 


试 证 
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则 


(2) 


由 lim x= 0 得 


я +0 


lim sup x,,,;,= 0 
й-+0 і» 1 


Ф 2.=5ир Xaa 则 由 《1 ) 知 


2] 

" 178 
Нм (TI) = 0 
n> 1-1 


t7s 
lim (TI sup xe) == 0 


в-а '-1 k>1 


H РЕЖЕМ ke, € 
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Xise SSUP Xiri 
&>1 


(Пе «(Пр же)" 


раа #21 


sup ( [J ze X” <(T ар)" 
#>1 i-i 


i=l 


М 178 
sup ( х...) > 0 
1-1 


r> 
: 1/8 
lim ( П ѕир xa) 一 0 
.--0 1-1 k>1 
= 1/а 
lim sup (П ) = 0 
шо i>i i1 


第 二 章 “” 函数 的 极限 与 连续 性 


82.1 ВЯ 


基础 理论 
1. 设 f(x ) 在 xo 点 附近 有 定义 ，4 是 一 个 定数 ， 如 果 对 
任意 给 定 的 eg>0， 存 在 6G>>0， 使 得 #0 хх. < 6 时， 总 有 
C(x) -Al <e, MARIC) 在 xe 点 的 极限 ， 记 为 
lim (х) =A Af (x ) —A ( x—x, ) 


X> хо 
Ж (х) 在 xb 点 的 右 〈《 左 AS X, 4 是 一 个 定数 ， 
Te Z. 3 T £ Z 2 E беро, Š В S>, #0<x—x (<ë 
(0<x,—x<ó) ұң, Я 17(х) —A <, ЖАЯ|(х) Ах, 
点 的 右 ( 左 ) 极限 ， 记 为 
` lim f(x)=A( lim f(x)=A) 


x>xo +0 x >x - 
或 f(x, +0)=A (f(x —0)=A) 
Ен беро, EXS, Вх>хн, š 有 
Р(х) -А <e, ЖА зх o Bf (x) 的 极限 ， 记 为 
lim f (x) =АЖДХх)>А (хэ +оо ) 


x> + to 
PILER e>, # &X2>0, з x<—X W, Š 有 
上 f(x) 一 A <, ЖАЯ В хоо 时 f(x) 的 极限 ， 记 为 
lim I(x) =A Á f (x)—A (х>-®) 


x>- 0 


P zr f S 59 Z еро, # & X>0, 35 охи, # 
У(х)-А| <e, ЖА Я В x— оні (x) ЕЕ, ЕЯ 
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lim f(x)=A ZX 10(x)—A (x— о) 


x-a 

如 果 对 于 任何 GD>0， 存 在 8р0, 8 0< lx 一 xo| <ó 时 ,有 
У(х)! ><, # f(x) Ex, BATAZ, A> 
lim f(x)=% š& f(x) оо (хх, ) 

类 似 地 可 以 定义 lim f(x)=+%m， lim f(x)=A 


XXx0 хохо +0 
(АД R 2 Z 3), lim (х) =А (4 有 限 或 无 穷 )， 
x>xo— 0 
limf (х) =о, lim 了 (x) 一 土 o， 这 里 不 一 一 列 出 。 
х» x x= e А 
2. 运 算法 则 жим f(x) =А, lim в(х) = В 
xx xx 
(А, B3# Ев), H] lim (f(x) + g(x))=A:B, 
х—хо 


dm TECO SAR im C) 


当 Xo 二 或 Xo 三 土 co 及 取 单 侧 极 限时 ,上 述 运 算法 则 仍然 上 
+. 


3. 两 个 重要 不 等 式 ” 对 任何 x, 有 Бил < ix: 8 —— 2-а 


<=. 时 ， 有 |l < архі. 


sin x 


s, 两 个 重要 极限 “im 一 1, lim《 1 二 地) "=e。 
/ x—0 


4.lim f(x) = 二 A BEALE R DAET Yx ВИНЫ 
数列 {xo} XX (n= 1, 2, =), ЖЖ Í (х,)-А 
(nm 一 o ) ， 

由 于 函数 的 极限 与 数列 的 报 限 具有 许多 类 似 的 性 质 和 定 
_ 理 ， 其 证 明 或 求 极 限 的 方法 也 有 很 多 共同 之 处 ， 故 本 节 将 不 对 
画 数 的 极限 进行 详细 地 讨论 ， 而 只 对 在 第 一 章 & 数 列 的 极限 》 
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中 所 没有 涉及 到 的 一 些 方法 结合 部 分 题目 加 以 考察 。 

利用 函数 极限 的 定义 证 明 lim f (x)= A. 其 方法 与 用 定 
义 证 明 数 列 的 极限 类 似 。 例 如 ， 设 G， 入 莉 为 有 限 值 ， 妥 证 明 
limf (х) =А , Pp 要 证 对 任 给 的 E> 0, #&02 0, № 
Q < |x— a| «әв, 17 (х) А Lena, ВИТ, 
要 证 |J(x)—A| <e 成 立 ， 都 是 先 将 x 限制 在 а ЖА 
ó, A C a—à,, а+8,) 内 ， 在 此 条 件 下 将 | f(x )— A| 
单 45 № ELX), h š (x )<e 确定 
出 正 数 6 来， 放大 的 目的 是 使 得 由 8 (хан К) СА 
之 。 确定 6, 更 容易 些 。 我 们 只 要 取 6 一 min(61,，6: )， 则 当 
0 之 |x 一 a| <ð, 2917 (x) Al < 成 立 。 . 

这 里 需 要 强调 指出 的 是 ， 当 f(x)# p х, (Pp 3 x 
趋 于 xu 时，f(x) 无 界 ) 时 ， 要 选取 上 述 的 5) НЯ 
Ф, д, <|x —al, € m, % kó, |x — al, м 
|f(x)—A| & ( a —á,, а+4,) 内 将 是 无 界 的 ， 因 此 不 
TFA |f (Xx) 一 Al 放大 ,从 而 不 可 能 使 我 们 的 证 明 过 程 阐 
单 化 。 


例 1 ， WE lim-o 


x+ 1 
110 x ° 一 8 x 


= 1, 


先 将 例 1 进行 分 析 . 如 果 对 任 给 的 >>0， 直 接 由 
1( x+ 1 )/(10x!: 一 8x)| < 确定 出 5 来 是 比较 困难 的 ， 因 
此 有 必要 将 1(x 十 1)7(10x 一 8 x )| 进行 适当 放大 。 由 
于 (x 二 +1)/(10x* 一 8 x) f $ k x= 0 K x ,=0.8, 
而 x ,，x ,与 极限 点 a= 1 的 最 小 距离 是 0.2， 故 对 x 的 
-取信 范围 进行 限制 时 ， 必 须 使 <0.2， 才 能 使 4 1 一 9,， 
1 十 6，) 内 不 存在 (x 十 1 )/(10x: 一 8 x ) 的 奇 点 。 比 如 
取 6,=0.1， 因 为 
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| x+1 | -| (10х-+1)(х—1) 
10х2— 8х T x(10x—8) 


当 |x 一 1| а, 0.9< x <1.1， 所 以 
10х11) (х-1)|<12х- и 
lx (10x—8 )  >0.9 
i 12 |x—1| 
It —— < к= | 
WER d= хи <a ЕТ. 4 
0< |к– 11 <ó, 时 ， 则 有 


а, 
| 10x? —8x D 
下 面 对 例 1 进行 证 明 . 
证 因为 
ож, | _Gox+1)(z—1) 
| 10x? 一 8x i x(10x—8) 


зм [x — 1| <0.1 8) 
lI(l0o0x+ 1)(x— 1) <i2l|x—1| 
|x ( 10x — 8] >0.9 

所 以 | 

ео «И сорс 
| 

对 任 给 的 =>0, $ = min(0.1, 2/20), WA 

0 < |x— 11 < à Ff 


x+1 
10x2—8x — 1 |<20 |x— 1 <e 


Xx 十 1 


10x7—8x 1 


从 而 lim 


x—1 
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基础 理论 4 2 T 3 3klp R b 3k y R 2 间 的 关系 。 这 
РОА 重要 的 ， 尤 其 是 证 明 函 
数 (х) ахо ИМЕЙ, АЖЖ 取 符 合 条 件 的 两 
个 数列 {x 小 fy， 而 lim f(x.) Нм f(y.,), mW 


n> © п «о 
lim f(x ) 就 一 定 不 存在 ， 


XX 


02 Е lim sin 一 一 不 存在 。 
1 
证 Ф n=, y=——— (n=L,2,=-), 
2n= 215+ —— 


MJ lim x,=lim y,= 0, Я 


8—0 ">> 


lim sin 1 
х 


n— x 


=lim sin( 2 ил) = 0 


=lim sin ( 2 nz+-—)= l 


я 


lim sin 1 
nm y 


1 
ЖИ. 


有 时 lim f(x) ЖА, ЩИХ # & 6, ви 
XX 

Гвинеда, 利用 基础 理论 4 显 然 是 行 不 通 

， 对 此 我 们 有 如 下 类 似 于 基础 理论 4 的 结论 例 3, 


НН т sin 
х-л 


@ 3 lim № (x) 存在 的 充 要 条 件 是 对 任意 严格 单 减 趋 于 
x>x + 


x 的 数列 (х, J. WH lim f(x) 存在 。 
lim 3! (x ) 存在 的 充 要 条 件 是 对 任 意 严 格 单 增 趋 于 x 。 


WIGI тх), ЖЖ lim f(x.) 存在 . 
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证 必要 性 ' 
Blim f(x)== 有 A, 则 对 任意 给 定 的 :> 0 ,存在 AP> 0 。 
0 


z>xo +t 

当 0<x 一 xo<6 时 ， 1f(Cx ) 一 4| <e 

由 于 {x 。} 单调 减少 趋 于 x。， 所 以 对 上 述 的 6> 0, ж 
EE N, ҷам, 0 <x,—x oo<6， 所 以 

|f (x )— Al < 

故 limf(x,)=A,. 

充分 性 

首先 证 明 对 任意 满足 题 设 条 件 的 两 个 数列 {x ,} 及 {9 .}, 
必 有 lim f (x.)=lim f(y.). 

假设 存在 两 个 严格 单 减 趋 于 x 。 的 数列 {x。}， RAY., 
使 lim sf (x.)#lim ICY.) EAZ ABX}, (У,} 


两 数列 的 所 有 的 项 按 从 大 到 小 的 顺序 排列 而 成 的 数列 ， 则 
12, 单调 减少 趋 于 x 。， 但 lim f (z ,) 不 存在 ， 这 与 题 设 条 
件 相 矛盾 。 故 对 任意 满足 题 设 条 件 的 两 个 数列 {x ,}，{? 小， 
必 有 lim Сх.) = 1(У,). 

设 数列 Ix.) 单调 减少 趋 于 xo, lim f(x,)=A, T. 
面 证 明 lim f(x)=A. " 


>xot 0 


假设 lim IOA. 则 存在 seo> 0， 使 得 对 于 任意 的 ， 


хэхо+ 
9>0, ЖЕТЕ x ,满足 0<x!—x, <ë, 但 
|7 (x)= A] >e, 


特别 地 ， 取 6,= 1 , 则 存在 x WE 0 之 * 1 一 x <, 
但 | 了 (x 1) 一 A| Sen ЖАТЬ, ДЕ, WE 
0 <x,— X<, 但 |f (x,) 一 A| 之 eo。 一 般 地 ， JR 
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д. = аа M| fE x, WEOL, Ln BH. 
li Cx) Al 之 e,。 如 此 一 直 进 行 下 去 ， 我 们 可 以 得 到 一 个 
单调 减少 趋 于 x ， 的 数列 {x Y. Blim (ДА, У 
ЖИТ, AM lim , ј(х)=А, 


同 理 可 证 ， ^^” 
О Е 3824830808 = оо 


数列 {x ,}， 都 有 1im f(x,) 存在 ， 
EELA, Š x = + Ë А= wm 时 ， 例 3 的 结论 仍 
然 成 立 。 由 于 证 明 方 法 与 例 3 ЖИ, Воі gitta, 
由 基础 理论 4 建立 起 来 的 泗 数 极限 与 数列 极限 间 的 关系 
+. % Elim f(x) AË. lm X,= Xo, “X,#% X, 
x> Xo 


n>% 


(n=1, 2, =), Я lim f (xz ) 一 1im f(X, BAR 


难 证 明 如 下 结论 ， 6 > f x y + (a, b) 单调， 存在 数列 
(Ix (a, b), xb (по), В Нш f(x =А 
(A 有 限 或 无 穷 ) ， 则 lim 1(x)=A, 事实 上 上 ， 由 于 XE 
(a, b), x.—b, Tmf(x)= A, 又 由 于 (x) + 
(a, Ъ) 3% lim, (х) 存在 ， 因此 结论 成 立 。 下 面 的 例 
4 我 们 将 不 利用 ЕЯ M АД” И, 而 直接 
it lim f (x )=lim 了 (x 。)。 


例 4 若 了 (x) 于 (aa，b) 单 调 ,在 在 {x YC (a, b), 
x ,一 bD(n 一 o)， В На} (x,)= A, 则 lim J (х) =А, 
证 不妨 设 f(x ) 单 调 上 升 ， 且 {x ,} 单调 上 升 ( 事实 
Е, Зе 不 是 单调 上 升 的 。 总 可 以 从 {x , 中选 出 一 子 列 
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{xn}， 使 {xn:} 单调 上 升 趋 于 b 。 因 此 只 要 用 {хи} КЖ 
{x ,} 即 可 ) 。 

(1) ҲАЖ 

Яя {хм М, f(x) АМ, Hlimf(x.)=A, 所 
以 对 任意 给 定 的 e> 0 ， 存 在 正 整数 N, i n >N 时 

KA~ f(x,)<e 
即 А-—г< 1 (х,)<А 
对 于 任意 固定 的 x E(xw，b )， 由 于 {х,} HBF b, № 
FE no, 使 凡 o>N，x<xno， 再 由 (х) 的 单 增 性 得 
f(x ,)< f(x)< f(x) 
故 由 А —2<ј(х,)<аА 18 
А < f (x y)< jf (x)< ] (Xn) SA 

所 以 IF (x)= Al < 
从 而 lim f(*)=A. 

(2) 当 4 一 十 oo 时 

因为 lim f(x,) 二 十 %， 所 以 对 任意 给 定 的 M>>0,， 存 
在 正 整数 N, 使 得 f(x w)>>M。 由 于 f(x) A, 所 以 当 
b>x>xyx if, f(x)>1(xx)>M 
W lim f(x)=+e. 

对 于 复合 函数 求 极限 有 如 下 HM., 设 lim f(u)=A, 


tu—>utto 
limu(x)=u,, E-A limf(u( x))=A? 答案 是 
х>хо x> xo 
否定 的 。 就 是 说 有 时 可 能 lim f (u(x)) 极 本 就 不 ВА, 
х>хо 
ХНЕРАЕЕ lim f(u(x))= A, 
х>хь 
. 1 urok 
例如 = 
! 设 t) (, 3 u = 0 8 
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0 3 x 为 有 理 数 时 


[ых 为 无 理 数 时 


0 当 % 为 有 理 数 时 
出 = 
i иб) { зх 为 无 理 数 时 
显然 lim f(u)= 1, На u(x)= 0, 但 lim f(u(x)) 
不 存在 
1 3 u= 0 FF 
Ailte t f)=f u(x)= 0 
`0 当 一 0 时 


Я} ј(и(х))=0, 显然 lim f (u)=1 lim #(х)=0, 
№ lim f(u(x))=0 +1 =lim Ги). 
如 果 再 加 条 件 “3 xs x M, u(x)= u,, ” M| Ещй 
结论 是 成 立 的 ， 下 面 例 5 НЕЁ, 


例 5 设 lim J(u)=A. lim u(x)=u,, ЖФ 


u—uo x—x 


хех, u(x)=u,, W lim f(u(x))=A, 
证 由 于 lim f(w)= A， 所 以 对 任意 给 定 的 2>0， 存 
и-и 
在 I> 0 ， 使 得 当 0 < |u — u | <n t 
|f (u) Aj <= 
H Flim u(x)=u, R x= x 8 u(x)#u,, МЫ 


хэ-хо 

对 上 述 п> 0， 存 在 020, 194 0 < іх 一 x J <6 时 
0<|6(х)- и, |<л 

W 0 < |х – х | 之 6 时 
Си (х ))-А| <e 

从 而 lim f(u(x))= A. 


х>хо 
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ЖЕ, ВА, uú, 3 +o H E £ $ Tina a, im 
TE BH AA w$. 
在 第 一 章 里 曾 证 明 过 “ 设 lim 》, 二 十 %m， 且 存在 正 整 数 


N, 3 n> ми, {у ,) 8500208, З= Жаа 


4 =a, 
о У „— y s—1 


Я Ци-ут=а" 的 结论 。 对 于 函数 的 极限 也 有 类 似 结果 ， 合 


n-e 


题 见 下 面 例 6。 

HE 设 f(x) 于 (a， 十 o) 有 定义 ， 且 在 每 一 个 有 穷 

КЕ (а, 6) 内 有 界 ，8 (x) 于 (oa， 十 o) 严 格 单调 上 升 ， 
有 lim 8(x) 一 十 o， 如 果 

lim. Jx+1)—/G) _ 

im (xtg) 


х-. + 0 


则 lim ОНА. 


证 分 三 种 情形 证 明 . 
(1) 当 A 有 限时 
. f(x+1)—f(x) 
因为 lim ВЕ A 


所 以 对 任意 给 定 的 e>> 0 ， 存 在 G,>>0， 当 x>G, 时 


f(x+1)—f(x) _ | 
g(x+t1)—g(x) 一 人， 


<е 


А х0) (xi) 
вхо — 


ооо соо ово ев фор ооовое оен 


| 
A < 


f(x+n)—Í(x+n—1) 
g(x+n)—g(x+n—1) 一 A < 
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由 81.1 例 4 的 引 理 得 

(п) —Í (x) 

Он) в) А < (2.1.1) 
由 于 8 (z) 单调 上 升 ， 且 lim в (а) = о, BIHER 

ъа; (х) (a, 5b) 有 界 , 故 g (x), f(x) Т 

(Gi, Git 134 R, ИЖЕ G >G + 1, 38 X> G. 

Е, 对 任意 的 x Е (С, G + 1) 都 有 


10а) 
| g(x) | < gC) 


同时 成 立 。 
&x=x tn, ЖНх,Е(б,, С, + 1), 为 正 整 


” 数 ， 则 由 式 (2.1.1) 得 


0х) 1 0х,) _ 
gl) et) ТА < 
r _ G) | 
g gx — 
М Ре ^^ 
g(x) | 
ЕЕЕ 
= gx gx) А! 
мт | 1 — B(xX0) 
| g(x) | 
| f(x) f(xo) в), | 
ОТА вт ^^ 
g(x,) | 
в(х) | 
| | | | 
GO _ | | f(x0) | вв) 
во) ТА Eron 1 | gx) Ai 
| | 
g(x) 
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f(x) хь). g(x0) | 
| s(x) А < g(x) + s(x) ^ т 
| IOO n) gls) 
+ о-в) А 1 g(x) | 
<е+е |A| 十 e(1 十 2) 
=e(2+e+ |A| ) 
. JO) _ 
故 lim g(x) = А, 


(2) А = оо 
, ако) р 
И Ито) 一 十 
ЮМ 0 С> 0, Их G, 
Кх+1)- f(x) 
g(x+ 1) —g(x) >4M 
故 
f(x+2)—J(x+1) 
вовсе) > AM 


f(x+n)—J(x+n—1) 


g(x+n)—g(x--n—15 >4M 


N 1(x+n)—f(x) 
所 以 вО Еп) а(х) > M 


因为 f(x)， g(x) 于 (G1,G1+1) 有 界 , 且 lim в ( x) 
二 十 wm 所 以 存在 G,2> G + 1, 当 x>G@G, RB), 对 任意 的 x。 
€(G,, G,+1)# 
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в(х,) PAS 
2 
| 


(хо 
sG kw g(x) 


令 x 二 Xo 十 hn， 其 中 x€ (С, (О, n AERX, 


则 
(хп) х, 
g(x +и)—в(х,) 


f(x)— f(xo) 
g(x)—g(xa) 


所 以 


f(x) . f(x.) g(x.) 
GO > + 4M( E) 


>4M (1 –5)-м=м 


. x) 
故 lim EX = 1° 


(3) 当 人 一 一 co 时 
令 P=), 


. Parn E 
lim вов — T° 


由 (2 ) 得 
lim FH = оо 
故 lim A 一 一 co 
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$ > 了 = 


Ш бат) х) š 
5$; Ал А 21! ` k. + T, 
К.В lim ура) ° 
结论 不 一 定 成 立 。 
例如 f (x)= x (—1)G2, 


g(x)=x, Я 
(хи) f(x)=(2x+ 1) 1)%+13 
M li КО) _ 

m gati) =8(х) 

Хб) 

lim “g(x) ХВ. 


B] se 


在 例 6 的 命题 中 令 g(x) 一 x， 便 得 下 面 的 合 题 ， 
Z 了 (Xx) 定义 于 (a, +2), E & $ — À> T Z RE FË 
(а Бә АТЖ, ež 


lim(f(x+1)—f(x))=A 
Я] ` | 


А 


如 果 在 例 6 的 命题 中 令 g (x)= x", вата 


ж Jf(x)T (a, 十) 有 定义 ， 且 在 每 一 个 有 穷 区 间 
(а, Б)ЯЖХ, з 


lim НО С д 


. f(x) A 
则 Пт в агт 
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事实 上 ， 因 为 


lim -A mM 
(хи) 人 一 Xe 


žeton 


1 
=lim —r— 
1 R + 1 Д 
f+ *|( 1 +1) — 1 | 
nt1 
所 以 
1; Кх+1)- 0) 
im (x41) ix i 


xti) 
х" 


=|{ i — x 
im «Стус 


„1 
8 十 1 
f(x) _ f(x+1)~—f(x) 


at lim sr =lim (ЕЕ 


s—+ o xX—+m 


A 
n+! 


如 果 利 用 lim f(x)= а <>lim In f (х) =та 
《a>>0) 的 结论 ， 上 述 合 题 又 可 得 到 如 下 命题 ; 


如 果 fJOO2>c>0, lim -4 я 


lim (f(x))!* = А 


t+ 地 


事实 上 ， 由 于 


lim InG) =li 080 


ln J(x+1)—In f(x) 


Slim- x+1)—x ` 
=lim (In f(x+1)—1n Кх)} 
__ f(x+1 
Stim ау 
=]n А 

所 以 lim f(x)!“ = A 


利用 定义 证 明 济 数 的 极限 ， 这 是 基本 的 也 是 十 分 重要 的 方 
法 ， 许 多 极限 的 证 明 ， 避 是 通过 已 如 条件 及 而 数 板 限 的 完 义 而 
推出 所 需要 的 结论 。 


т 设 f(x) T (0, 1) ЖЖ, Н lim f(x) 


= па 92060) ， 试 证 на 1000, 
证 因为 10-15) 
lim — 


所 以 对 任意 给 定 的 e> 0， 存 在 8>0， 当 xE (0, 6) 时 
TOR GS | 


ё 
х 2 


у | tœ- 1(5) = (2.1.2) 
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ЖЖ "609. 5)， 则 由 式 (2.1.2) 得 


(ео -Deo- (J|: (=) TEN 
И 


因为 


从 而 


— 


16 а) 


| 
< + еу (2.1.3) 
lim Jf(x)= 0， 所 以 由 式 (2.1.3) $ n> 得 
METS, |<х.е 


f(x) | 
= 
li A) =0 
练 >x 题 
. 求 下 列 极 眼 ， 
GD im 22909, у 


s<) 
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| 
提示 : 利用 1-5 < 
i i 
хх 一 
xX- 


a (ao>0)) 
a 


提示 ， 利 用 lim (1+2) = 


х-о 

1 + 

48) lim Сх+е*) =; g 
х-0 7 
sin? (#27) 


(4) lim inl Ссов(л22)5' 
提示 ， 令 t=sin?(x2*) 1- 


vitx ятх-1 


(5> m eR S A 
提示 ， 利 用 Hm 2120. 1R lim Ха жх)" -1 a 
x x 
z) 2—0 
ef eos? x -1 
(6) lim SEGE (ox0), 
5-0 


2. 试 证 Him (o 存在 的 充 要 条 件 是 对 任 洛 给 定 Неро, ## 
1х0 


8>0, 使 得 任何 满足 0< lr’ -ro < K 0 < 15° - хо <ð 的 两 点 
z’, z", 都 有 
lfe) - Ех”) <ë, 
3. 试 证 lim f(x) 存在 的 充 要 条 件 是 对 任意 给 定 的 >0， 存 在 
M> 0， 使 对 满足 |z" >M, |z" >M 的 一 切 z”, z", RE 
120270 ~ El] Len 
4. BEDEO, +o) 上 有 定义 ， 且 对 任意 的 16(0，1)， 
都 有 fn 一 0 (n— + о), 问 是 否 必 有 lim fC) = 07 
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$ 2.2 连续 函数 的 定义 及 其 基本 性 质 


基础 理论 
1. № Ца Кх)=Кх), ЯжКх) £ x, š ж. 
X->Xo+ 0 


# lim J(x)=fG), ЖКХ) Во 点 左 连 续 。 


хэхо- 0 


# lim Кх) = Кх), ЖК £ x, 点 连续 ， 


х>хо 
# х) 在 一 个 区 间 了 上 的 每 一 点 部 连续 ， 则 称 j(x) 
在 区 间 工 上 连续 。 
2. f(x), вх) ЖЕ x, 点 连续 ， 则 


f(x) + g(x), f(x)g(x), те! 


也 在 xo 连续 ， х g, 必须 有 в(х,)+ 0. 

3. Ах) й a<x=<b 严格 增加 (或 减少 ) ,并 且 在 
2%, ХИ Ка)=а, Қь)= В (A J(a)=80. f(b) 
=a), МЕН азу<В 上 ,存在 着 y=](x) % J 3k 
xX 一 0(?7 )， 它 在 这 区 间 上 也 是 单调 增加 【〔 或 减少 ) 连续 函数 。 

4. Ф и=в(х) Ë x, №, g(x) =н, 9 У=Ки) 
фи, ШЕ А 》 二 1 8 (Xx )) 在 xo 点 连续 。 

5. МЕҢ (а, b) жа f(x), ДА (a, b) 
LER. | 

6. `ЩЕВ (а, b) LKAA ЖКХ), Е (a, b) 
上 必 有 最 大 值 和 最 小 值 。 

т. 任何 初等 函数 在 它们 的 定义 域 上 都 是 连续 的 。 


RERA, RENAK Y =j) x =r 点 连续 ,只 
СЕТИ 


证 明 jim J(x )=f(x,) p T, Æ f(x) A x, ИАА 28 
X> 
FAZLA, Alim (xL) REE. A Z Alimi) 
х>хо хэ-хо 
在 ， 但 极限 值 不 等 于 了 (xo)， 则 y=f( x) x, 点 不 连续 。 


例 1 КЕ 


ко) {= x= (m, ва) 
x)= 
о 当 x* 为 无 理 数 时 


在 有 理 点 间断 ， 在 无 理 点 连续 。 

证 ВХ R(x) 是 以 T= 1 为 周期 的 周期 函数 ， 因 此 要 
证 明 上 述 结论 成 立 ， 只 要 证 明 R(x) 在 (0，1) 成 立即 可 。 

ВАМ xC€(0. 1)BJ, 0<R(x)<S 1, НЕМ 
定 的 =。 > 0， 存 在 正 整数 N， 当 n> N 时 ， 一 一 之 。， 由 于 在 
区 间 ( 0，1) 上 使 R(x)= 1 的 点 只 有 x 二 1,. 使 R(x )= 
1/2 的 点 只 有 X= 二 1/2,…, 使 R(x)== 1/N 的 点 具有 1/N, 
2/N, =, (N— 1)/N 中 使 分 子 , 分母 互 质 的 有 理 数 ， 所 以 
使 R(X ) 之 8 的 点 在 (0,1) 只 有 有 限 个 , 设 这 有 限 个 点 为 x1， 
ха, e, Хад, 

Wx 为 (0， 1) 上 任意 一 点 ， 若 x х, ( k= 1,2, --* 
he )， 令 6 一 minf хо, xs 一 xol + ох] } 
F xS ( k 为 某 个 正 整 数 ， 且 1 生 K <n), $ 

д = тілі |х хо, Хо |, +°, fxs- 1 —xl, 

[Xiri mxo, e, jxne—xol } 


4 0 < jx 一 xo| < ó i$ 


1 
в = _ 
ору < 
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$; 


W lim R(x)= 0, AWH xe 为 有 理 数 时 R(X ЖЕ хо 间断 ， о 


хо 


当 x, 为 无 理 数 时 ， R(x) х, Е, 


Я2 设 作 x) 于 ( оо, +оо) 有 定义 ， 且 满足 
f(x+y)=f(x)+ f( y) 
K 1I1(x)# x= 0, RE 
(1) х) (—°o, +оо) 上 的 连续 函数 ， 
(2) J(x)=ax 其 中 为 某 个 常数 。 
证 (1 ) 因为 
` Кх)у= Ка + 0)=J(x)+JC0) . 
所 以 1(0)=0 ` 
HF f(x) 于 x = 0 连续 ， 所 以 | 
lim f(x)=f(0)=0 
故 对 任意 的 xE (一 oo, +), 有 
lim f(x + Ax)=lim (f(x )+J(O( Ах)) 
=J(x)+J(0)=/(x) 
从 而 万 x ) 于 (一 co. 十 co ) Ж, 
(2) f(x + y)=f(x)+f( y); ВИ НАНЕ. 
对 任意 的 正 整数 nn 有 
f(nx)=nf(x) 


所 以 хп) =n f (Z) 
故 (= Их) 
从 而 | 


9-9) = 0 mi) = f(x ) 
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其 中 m，n 都 为 正 整数 。 
由 于 0= 帮 0)=1(x —x)=/(x)+J(— x) 


~ 


所 以 K= x)=—f(x) 
故 
к-т Кх) 


因此 对 任意 有 理 数 " ， 有 
f(rx)=rf( х ) 
Bce 为 任意 一 个 实数 ， 则 存在 一 有 理 数列 {r,}， 使 得 
мис, Ш I(x) 的 连续 性 得 
DO=lim Кии r,f(x )=cf(x) 
故 对 任意 实数 c ЯВ f(cx)=cf(x )， 所 以 
f(x)=f(x . 1)=xf(1) 
Фа 王侯 1)， 则 得 作 x)==ax。 
利用 函数 的 极限 定义 容易 证 明 . Ф пм Кх)=А, Я 
xx 


lim f(x) = |A| ,因此 ， 如 果 f(x) 在 x。 连续 , 则 |F( x)| 
xx 
Ё хо Ей. ВНЕЙДЖНХАВАЕРЯЯ F 面 别 3 的 


结论 。 


35 若 1(x) 及 g(x) 都 是 连续 函数 ， 则 
@(x)=max(f(x), g(x)} R 0(x)=min(f(x), g(x)) 
也 是 连续 函数 。 

”证 因为 | 
Фо = +в) + И) в) ) 
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ГР 


V(x) =) вх) — ORTOP 


HFI E (x) E, Сх) а(х) Их )—a(x)| Ж 
续 ， 从 而 P(x) 及 %(x ) 连续 。 

有 些 命题 可 采用 多 种 证 法 ， 如 下 面 的 例 4 可 采用 四 种 方法 
证 明 。 


#4 BIC) 连续 ， 试 证 对 任何 常数 c 这 0 ИЖ 
Í 一 5 f(x) <—chj 
9) Кх) |б) «ев 


с 4f (x)>ch} 


证 法 一 ”直接 用 连续 函数 的 定义 证 明 。 

设 x 为 任意 一 点 ， 当 (с, Ш ЖЕ) тхо 
连续 。 当 f(x )= c B, нах) же Ў Я а(х) = с. НР 
Кх) Рх, 连续 ， 所 以 对 任意 给 定 的 e >0 ,存在 дро, 
м |x —x,| 之 6 时 , J(x)>— c R. 

0х) -Кх,)1< ë 
所 以 — c <g(x)< c 
ж в(х)=с, MW 
(х) (х) = [e —c| = 0 < 
# lgC(x <c, Jj g(x)=J(x), МЫ 
(х) (х) = Cx) il) < e 
因此 当 |x 一 xol < 6 时 ， 总 有 
а(х ) 一 &E(xo)| < ë 
їй а(х) Fx 8. 
同 理 可 证 34 (хо) = — сиў, g(x ) B хо 连续 。 
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证 法 二 利用 “连续 函数 的 复合 函数 仍 是 连续 函数 ”的 性 


质证 明 。 

设 一 C 34 x <— c Bf 

| u(x)=4 х |х| ем 
с 4 x > c J 


则 u(x ) 显然 处 处 连续 ， 又 因为 蕊 2) 连续 ， 所 以 复合 函数 
u(f( x )) 也 是 连续 函数 。 而 
u (f(x))=g(x) 

W g(x ) 连续 。 

证 法 三 ”利用 例 3 的 结论 证 明 。 

因为 g(x )=max{fmin(f(x )，c)， 一 c} 
Ti f(x), c, 一 都 是 连续 函数 ， 所 以 由 例 3 知 g(x ) 是 连 
Ж, 

证 法 四 利用 连续 函数 的 基本 性 质证 明 ， 

因为 


(= (Ия) el— Их) el) 
TIC), c, -o 都 是 连续 函数 ， 所 以 g( x ) 连续 。 


例 5 设 1(x) 在 (c 一 I,c 十 I)( 人 A>>0 ) 上 有 界 ， 
车 定义 i 
М( д) =ѕир/(х); xE(c—6, c+6)} 
m(á)=inf4f(x); хЄ(с- 8, с+д)} 

( 0 <á<4) 

WE (1) Jim MC) lim m( 3) 都 存在 (分别 记 为 

M, т); 
(2) Кх) #E c 点 连续 的 充 要 条 件 是 M=m。 
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证 (1) ВАМ) Ето) жя, B M( ó ) B ó 
的 减少 而 减少 ，m( ó ) 随 6 的 减少 而 增加 ， 故 lim M( ó ) 及 
lim mt 6 ) 都 存在 。 
(2) 必要 性 | 
Ех) 在 e 点 连续 ， 则 对 任意 给 定 的 e > 0 ,存在 6 二 
0【( 不 妨 设 6 之 J )， 则 当 xE(cec 一 6，e 十 6) 时 
Cxie <ë 
所 以 | 
0с) s <f(x)<If( c )+ ë 
KMC ó)<J(c)+ e. m(j)2/(c)— e, Ж 
м<м(9)<Ке)+е 
m>m( 8 )2>Jf( c )— е 
由 e 的 任意 性 得 
Mm 
5—58, НМ, ПИЕУЯМ>т, К 
М=т 
充分 性 | 
ВМ =m， 则 对 任意 给 定 的 >> 0， 存 在 6 六 0， 使 得 
M(6)—m( 6)<e 
由 于 当 xElc 一 8，c 十 6 ) 时 , m(6)<f(x)<M(6), 所 
以 f(x)—f(c)| SM(a)—m(a)<e 
故 lim f(x )=fCe), Мх) T x 一 “连续 。 


例 6 定义 oo(6)=supt H-I x, «Е (a 
—8, a+6)) (Жо.(8) НИХ (а-д, a+ ë) 
的 振幅 ) ， 试 证 (x ) 在 x 一 a 点 连续 的 充 要 条 件 是 
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Jim e.( ó) = 0 (2 lim OL) H Oe ЖКХ) ақ 
的 振幅 ) 。 i 
证 H o,(ó) 的 定义 知 ， lim 968) 存在 。 
必要 性 
设 信 x) 在 x== a 点 连续 ， 由 柯 西 收敛 原理 知 ， 对 任意 给 
EB a> 0, ЖЕП>О, 4x’, x*E€(a 一 7,，a 十 7 ) 时 
f(x’)—f(x’)| < е 
Ц о,(7)<е, ММ SN 时 
Oal) <о,(7)< ë 
从 而 lim @.(9)=0. 


充分 性 | 

设 lim ©. (8)=0, ， 则 对 任意 给 定 的 8 之 0， 存 在 ?> 
0. 使 得 os(7)<e， 即 

sup { f(x’)—f(x’)|; х, х" Є(а-п7, a+n)}<e 
因此 当 x’, xE ( a—n, ат) 

f(x’)—f(x’") < е 
УСС HI f( x) 在 x = a 连续 。 

h Tikaqa ШИИ, MAKARRA 
与 数列 的 极限 看 在 着 密切 的 联系 ， 因 此 证 明 一 个 连续 函数 的 命 
题 ， 往 往 可 以 通过 数列 的 极限 来 加 以 证 明 ， 下面 用 几 个 例子 来 
说 明 其 证 明 方法 。 


AT х) Ж (a. ь) ж, Ка)<Кь), 又 设 对 


—хЄ(а, o) li jG (D 


存在 ， 用 g( * ) 表示 这 一 极限 ， 试 证 存在 сЄ(а,ь), g(c) 
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之 0 。 ` | 

证 选取 实数 4. в В Ца)<и<Кь), 由 f(x) 的 连 
续 性 知 ， 存 在 6> 0 ,使 得 当 xE€{a,， a+6) 时 ,f(x)<4， 
当 x€ (b —ó, БЭН, f(x)>4, 

ФЕ={х; хЄ(а, b), Bf(x)<u); с=зир{Е}, 
显然 4 十 6< cb 一 8， 故 c€ (a. b), Hc 的 定义 及 f(x) 
的 连续 性 知 , 存在 x.<<c, x€ E( n= 1, 2, =+), Œ 
lim x= c, 
因此 Кх,) «и (=1，2，…) 

$ t,= c —x,, М> (в=т, 2, =+), Па t,= 
од j 

ÍC е+ь ) 2и f( c —t,)<k 
所 以 


f(c+ ft) ->0 


я 


g(c)=lim Съ) Кс) _ 
= t 


=lim Sett) fot,) >0 


例 8 Ш/х) Е (a, b) (a,b ARRIER ) 连续 。 
且 对 任意 的 x ，yE[a. b), #E a<f(x)< b K 
W(x)—f( y) <a |x—y| (0<а<!) 
试 证 存在 唯一 的 XE€ (a b). EEI). 
证 任 取 xoE[a,b]， 令 x,= 二 J(xs-1)(n 二 1 ,2,.)， 
MI Е 
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|к.+1—х, = lf(x,)—f(x.- )| <a l,—x,_,| 
递 推 可 得 
+: -—х,| <a" |x, —x.| 
所 以 对 任意 的 正 整 数 了 ， 有 
一 2 < в, +011 + Xrti 
ина] + ах, 
[L(a tpa" tPA Ба?) {х ха] 


<a" ° > а? |x, —x.l 


kw0 


а" 
=-= 4 


BO <a<1, МЫ Ни, хи = 0 


1 -а 
任意 给 定 的 ер 0 ， 存 在 正 整 数 N， 当 ?之 人 时 
a 

а la хи <ë 
因此 [x | —x,| < ё 
从 而 由 柯 西 收 敛 原理 知 ， 存 在 x €(a,b), 使 

ima = x 
即 lim Их, )=х 
出 于 天 x ) 连续 ， 所 以 
lim Ах.) = 10 х) 


(х) =x, 

下 面 证 明 x 的 唯一 性 ， 

假设 又 有 7 E [a,5D ]，yxxX， 使 7 )= 了 了 ， 则 
o Е 
29—374, НИЖЕ 
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‚ ЖЖ 


и 


UOD- <a |y-x| (oxak) 
|у — x] <a [y — x [ 
这 是 不 可 能 的 ， 因 此 区 是 唯一 的 。 — 
利用 例 8 的 结果 又 可 导出 如 下 命题 例 9 。 


ыы 


#9 设 Xx) 于 (aa,b])(a,b 有 限 或 无 穷 ) 连续 , Н 
对 任意 的 x€E (а, b), а<Кх)<ь, = А(х)=/(х), 
ух) =, Сх) (n= 1,2,.). ЖЕЕ na, 
使 得 对 任意 的 x y€(a,b), WE | 

№ (х) Ја (У) за |x - у ( 0<a<1  ) 

则 存在 唯一 的 x。E€ (а,6), #8 Кх,)=хь, 

证 显然 加 (x ) 满 足 例 8 中 的 一 切 条 件 ， 故 存在 唯一 的 
x €(a,b), 使 f, (x [= x, 

由 于 

fa (f(x ))=fae +1 (Xo)=f (fn (х.))=/(х,) 
所 以 у(х.) 也 是 fa (x )= x 的 一 个 解 。 由 x6 的 唯一 性 知 
Их )= x, 

хо jË J( x )= x Ë) М. | 

ТЕПЕ х. 0х) = х Е. 

БИ УАУ, (а, b), yx. W Ку )=у,, М 

fa (6 )= fs -  (f(y )) = - (Уо) 

递 推 可 得 fna (Yo) =f) =Y. 
ВУ LÆ fa (x )= x AE, X fn (x )= x 的 解 的 唯 
一 性 相 巴 后， 说 明 x。 是 使 人 x )= x 的 唯一 解 。 


10 ИО, 1) ж, 且 f(0)=1(1)=0， 
试 证 存在 (0, 1 ) 上 图 象 向 上 凸 的 连续 函数 &(x )， 使 得 5C0 
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=8(1)=0, Ж#Н (0,1) ЕЖА g PI). 

证 因为 Kxz) 于 (0,1) 连 续 ДЫНЯ, w) 
ФМ, Fast, М (0)=К1)=0,(х)) (0,12 
续 ， 所 以 存在 6>> 0, 使 得 当 x € (0.9) й хЄ(1 5, 1) 
时 , УС =] <-M ， 故 可 选取 a， 使 得 0 <a <—a, E 
3Mx€(0, oa) 或 xE[1 一 a，1) 时 


Иб) < 


EM, TÆR a, 使 得 0 <a, <%$а,, 且 当 x €(0, а,), ў 
хЕ(! —а,, 1) 时 


(x) < 


照 这 样 的 过 程 继续 进行 下 去 。 一 般 地 ， 选 取 o.， 使 得 0 <a, < 
bani, HAX ECO, a), 或 x*E(1 一 a,，1) 时 
(x) < 
这 样 我 们 得 到 一 个 单调 下 降 趋 向 于 零 的 数列 a) 
ГМ xE (а,, 1—a,) 


э (120441) xE (a... a) 


а, —а,+ 


g(x)=| x€ (1—a,, 1—a,+1) 
I (n=1,2,---) 
0 x=0, 1 

则 g(x ) 显 然 在 {0 ,1) 上 连续 ， 且 满足 8(0)=g(1)=0 及 
g(x )>/(x). 

下 面 证 明 g(x ) МНН. 

要 证 明 g(x ) 的 图 象 向 上 凸 ， 只 要 证 明 g(x) 在 (a,， 
4。-1) 上 的 斜率 不 大 于 在 (a,.+,，a,.) ЕЕЕ Вр, 由 于 g(x) 
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# (a,, a...) БМ ЖМИ о, а.) ВЫК 
M/2" 2 
为 a,—a,,, ' 而 
м /2 1 
аа, 
м /2" 
Та, а, +, 


= а. —@,+, а, | 2а, = 
= 2 а,-17—а, <? a,-  — a, < ! 


He) 的 图 象 向 上 凸 ， 从 而 8(x ) 为 所 求 的 函数 。 


练 习 题 

1. 设 1(x) 于 [a,， 5b] 单调 有 界 ， НЯ № 1 Ка), Къу 28] 
的 一 切 值 ， 则 f(x ) 于 [а 61. 

2. 车 1 ХОЧЕа, +] ЕЕ, Ниш Сх) = А САТ >, М 
Je x) р [а +o) EAR, ms f 

3、 设 侯 x) 在 [a，b] 上 连续 ， 著 对 数列 x,€la, b](n= 1, 
2，… )， 存 在 极限 Hm fCx,) = A， 试 证 必 有 xoE€ Са, b МЕ Гао) = 

4. 车 两 个 连续 函数 在 所 有 有 理 点 上 的 值 相 等 ， 则 这 两 个 函数 相 

5。 设 所 zx) 于 [Lo，b] 连 续 ， 如果 对 fo，b] 上 任意 两 个 有 理 
Bris ra та), СР Р), МИХ) 为 [a，bI 上 的 单 增 
ЖЖ. f 

6. Жо Ela, b) ES, WEA 

m( x )= mint ACE} 和 МС x) = axt 146} 

Ela bJ Ев," 

7。 对 任 一 给 定 的 实数 6。 冰 一 画 数 ， 使 它 只 在 4 处 连续 而 在 其 人 
各 点 都 不 连续 。 
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8. ШАШЕК LERNER DERK. 
9. f(x) g( x) ЖЕНИО — o< x< + o ), В 
tim [J(x)-8(x)3= 0, ЖЕ J хә==р(х), 
| 1. W f(x) Ж (Co БОЯ, Е йв fe x) =lim ÍQ) = A. 
《4 有限 )， 则 了 Cx) еба, b) 内 有 最 大 值 或 最 小 值 。 


$2.53 介 值 定理 


基础 理论 


RIJAL, b) Lk, Na flab) 
间 的 任意 一 个 实数 4 ,在 (a,b) 内 至 少 有 一 个 ,使 1( £ =u, 


连续 函数 的 介 值 定理 在 连续 函数 理论 中 占有 十 分 二 要 的 地 . 
位 ， 许 多 有 关连 续 函 数 的 命题 都 是 通过 介 值 定理 的 应 用 而 得 以 
证 明 。 为 了 使 介 值 定理 便于 应 用 ， 有 时 需要 构造 适当 的 通 数 ， 
使 之 满足 介 值 定理 的 所 有 条 件 ， 有 时 由 于 证 明 命题 的 需要 ， 对 
в (Хх) 不 是 在 整个 定义 区 间 (a,b) ELEMDAR, G 
是 在 (4 ,5b ] 的 一 个 子 区 闻 (a,8) 上 应 用 该 定理 。 下 面 举 几 
例 说 明 其 用 法 。 


例 1 设 八 x) 于 (06,b) Æ, а<с<а<ь, RE 
存在 £ Е (с,а), 使 得 | И 
mf(c)+n/(d)=(m+n)(2) 
其 中 四 ，m 为 正 数 。 = " | 
证 分 两 种 情形 证 明 ， . . 
(1) #Кс)=Ка). R ё=с А-а, WJ 
ті(с)+пјба)=(т+п) КЕ). 
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02) ЕКс)=Ка), лу Ке)<Ка), м 
(ти) Кс )<тібс) +пі(2 < (m+ n ) (а) 
НР (я) F (c,d) 连续 。 所 以 由 介 值 定理 FEE 
《c,d )， 使 得 | 
тіс) +иј(а) 


Қ) = m+n 
ж mj(c)+nf(d)=(m+n)J() 
#2 试 证 方程 
a _ as =0 


《 其 中 а,, а,, a,> 0 HA KAKA (21 ,А,) (Аа, Ав) 
内 分 别 各 有 一 个 根 存在 。 


. Ј _ а ‚а р а 
证 БИ. 


х — 
FAs) 连续 ， 由 于 | 


lim f(x)=+o lim Кх)=-о. 
хд +0 xÀ, 0 


ИЖЕ £ € (л, 4), КЕНО. 
假设 又 有 7E (4,, 4). тж, n 也 是 


a, аз Qs Ш - 
я, f x— À: t-A,’ 
的 根 ， 则 | 
a, а, 
ЕА ЕА РЕЛ, 
Ql аз аз 
2, и; тд 
所 以 
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(+ ъс) 


на) 


a, (1-2) а, (0—8) аз(п—#) _ 
WP EANO) E40) eh) 0h) 
故 


a, a, аз ñ , 
EZINA) EAA) EAA) ° 
(2.3.1 
PB —Jrii, Ша, аз, a 20, (&ë—)(—21)> 0 
(i=1, 2, 3) МЫ 


a, аз аз 
GAIA СЕЛ) 21) (ЕА) (025) > 
此 式 与 ( 2.3.1 ) ЖЕ, НЕ Кх)= 0, EC, 4 ) 内 只 有 
一 个 根 。 ， , 
EEESC) ECA, 4s) 内 只 有 一 个 根 。 


例 5 BFC, 1) #8, НКо)=К1), ми 
对 每 一 个 正 整 数 n, ЕЕ E€ (0,1), 使 
KED=IE +). 


证 RFSi i t), МЕХ). 
(0 ,1 一 一 一) 连续 。 显 然 要 证 明 命题 结论 ， 只 要 证 明 存在 
EELO 1——), ECES 0 即 可 。 

假设 对 一 切 xE (9 ,1 — L J). РА) #0, ДЕС 
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于 (0 ,1 一 一 一 ) 但 大 于 零 ， 或 恒 小 于 零 . 事实 上 ， 如果 存 


ЧЕ ха, xE 《0,1 一 一 一 ), 使 F(x1) 与 F(x:) 异 号 , 则 
由 介 值 定理 ， 必 存在 位 于 х, x, 之 间 ， 使 F(E ) 一 0 ,这 与 
假设 矛盾 ， 因 此 我 们 不 妨 设 对 一 切 xE[0 ,1 一 一 一 】， 都 有 
F(x)>0, MJ 


P(E )>0(k=0, 1, =, n—1) 
Е 
所 以 toS > (>>) 


RHIO Жи, ИЖЕ. 6 СО, 1—1), № 
Е (&,)= 0. 


fd 设 作 x) 于 (a,b) ж, Н 70а) <у(ь), mE 
(y. ЖЕМ, На) <у, СЬ) (7 一 1，2 ，…)， 
Q x,=inf (x, f(x )=y,, хЄ(а,ь)), WE (я,) 是 严格 
单 增 数列 。 
Ш ”由 介 值 定理 ,显然 {x ; Кх)=у,, хе (а, в} 

=, XHT (x; J(x)=y,, x€(a,b)) 是 有 界 集 ， 因 此 
x, 存在 。 由 f(x ) 的 连续 性 得 x,E€(a,b), 且 f(x,)=y,(n 
1, 2,-.). 

HT 700) <у,<у,.,(п=1,2,:-), ВЦ 

IC a )<J(<x,)<J(x,,,) 

出 介 值 定理 SH. ЕЕ, (а,х,.,), 使 1(&,)==y,， 再 由 
x, 的 定义 知 x, SE, W 


ХЕХ, +: 
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因此 (x,} 是 严格 单 增 数 列 。 


例 5 ИКх)Т (хх, +оо) 连续 并 有 界 ， 试 证 对 任意 

KAT, ў х, оо nto), $E 
lim (fxs T)—J(x,))= 0 , 

Е 不 妨 设 T>0, 令 F(x)=f(x 十 T) 一 (x)， 下 面 
分 三 种 情形 证 明 ， 

(1) 车 当 x 充分 大 时 ， 总 有 F(x )>0 . 取 x,=nT (n 
=1,2,.), 则 

x+ T=(n-+ 1)T =X; 
所 以 当 n ДЛЕ, Е(х.)20, ЕЮ Их,.,)-Кх.)20, W 
{Их} 单调 上 升 ， 由 于 (УС, ) 有 界 ， 所 以 lim f(x.) 存在 ， 
从 而 . 
„Ни (f(z.-+ T) Slim Их) Ша f(x.) 
(2) 若 当 x 充分 大 时 ， 总 有 FE(x ) 委 0， 则 方法 与 (1 ) 
类 似 ， 也 可 证 明 命题 结论 成 立 。 ! 

(3) #HESRBEJIESESK п, EEX’, x”> n, E 
F(x,')Z20 , F(x,”)< 0, H f(x) 的 连续 性 知 ，F(x ) 也 连 
续 ， 所 以 存在 2 £F x. x," 之 间 ， 使 得 F(x,)= 0 
Bp f(x T)—J(x,)= 0 
显然 x. 一 十 ce (поо), R. 

limi (x+ T ) =f) 0 ， 


Я6 试 证 在 ( 一 eo， 十 co ) БЖИ 0х), 
使 得 对 任何 实数 c ， 方 程 1( x )==c。 都 恰好 有 两 个 解 . 
证 假设 存在 ( 一 co， 士 ce ) 上 的 连续 函数 jx )， 使 得 
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对 任何 实数 c ,方程 人 x )= c 都 恰好 有 两 个 解 。 

Jac=0, 则 存在 x, Mx, iE (х,)=Кх.)=0. 不 妨 
W x <x, H-P fe x) Р(х, х.) 连续 ， 故 所 xz ) T (x), 
x, ) 恒 大 于 零 或 恒 小 于 零 。 УЗ Е, Жа, a€ (x, x), 
fE Ка, )< 0, f(a,)>>0， 则 由 介 值 定理 ， 必 存在 位 于 a), а, 
之 间 的 点 &， 使 1( )= 0， 这 样 方程 f(x )= 0 至 少 有 三 个 
解 ， 此 与 已 知 条 件 了 矛盾 ， 因 此 不 妨 设 当 x € (x,, x; ) 时， 
1(х)> 0。 由 于 玉 x FEKE, x Eg, ATARAK 
值 ， 设 1(xs) 为 1(x VE, xJ ERKE, xs € (х,,х,). 

可 以 证 明 ， 当 x <x 时， f(x )< 0 。 事 实 上 ， 假 设 存在 
x<, 使 1(xo)>0， 取 0 之 4 之 min{f(xo)，f(xs)), 由 介 
值 定理 ， 于 (xo，xi ) (х, х) (xs, х.) 内 各 至 少 存 
ж }(х)= с (poeu ) 的 一 个 解 。 此 与 已 知 条 件 巴 
E. AH x <x Ш, f(x )< 0。 

МНЕ ШЕ М хх, 8, f(x )<0, ия x E( 一 co， 
十 ce ) 时 ， 总 有 Кх)<Их.). 

Ме), 则 天 x )= c 无 解 ， 此 与 已 知 条 件 了 矛盾 , W 
满足 给 定 条 件 的 JO x ) 是 不 存在 的 。 


т 设 多 项 式 序列 (p,( x )} 定义 为 
piı(x)=1 +x p.(x)= 1 +2x 
Hm>! prm+i(X ) = р» „(СХ )+(m-+ 1 )x р:„-1(х) 
Pintol X )S Pamti (x )+ (m+ 1 )x Panl X) 
Ф x= шах (x; p.(x)= 01( п=1 ‚2, ), ЖЕ {x} 
为 单 增 数列 ， 且 lim х.=0, 


证 用 归纳 法 易 证 ,， 当 x 之 0 时 ， («> (п=1, 
6), р.х) = 0 有 和 解 ， 则 其 解 必 小 于 等 。 
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下 面 归纳 证 明 (х, №. 
BR x=], =t, Ax, 
0 хх, <<: <x,,, M Pomi (Х:а) 2 0. F 
KE, Я p.,-i(x;.)S 0, 由 于 pzn-1(0 )>>0， 故 由 介 值 
H, DEEE n LEO), 使 ps-i(E)= 0， 因 此 
Š 2х.„>Х:„-:, ЖЕ Xin ELF. ИИ 
Pom- (Ха) > 0 
由 Xom 的 定义 知 ，pzm(X2zm) 二 0， X x,,<0, Ш 
Рана (Хи) ра (Х =) (т 1 )х „Ри 1(X2n) 
=(т+ 1 )х, „р. =- (x, ,) < 0 
MF р.„+.00)20, ЖИТ Є(х.., 0 ) р, „+. ( £ > 
一 0， 因 此 x... EDn WW 


Xont1 > Xin 


同 理 可 证 
тт 
从 而 证 得 {x,} 单 增 。 
下 面 再 证 明 lim х, 0 。 


Фур. М 
Ретро: (У) — —р.„(У„) = —р:-1(У„) 
H Dirnt: (9,50 BR Pami (y,)< 0 Ж # — 个 成 立 。 如 果 
Pan+z(yn)s0 RE, р:и+3(0)>0 Я, Е ЖЕЕ (у,., 
0), 使 play:(E)= 0, 所 以 所 和 xzm+:， 故 
анна Хань 
如 果 Prai (y) < 0 成立， 则 理 可 证 
УХ: "-1<Х,и+ Xu n+ 
因此 ИС УХ: =. < 0 
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У„«х,„+3< 0 
同时 成 立 。 因 为 lim ул = 0 ， 所 以 
lim X2m+2 一 0 Пт Xames = 0 


故 lim x,= 0, 


ЯЗ LLIA (0. +оо) 上 定义 的 函数 列 。 令 
f(x)=x, (а) f(x)+ T 
(n 二 1 ,2，… ) ， 试 证 存在 唯一 的 一 点 a > 0 ， 使 得 对 一 切 
正 整 数 n ， 都 有 
0 <. (а) <. (a< 1, 
证 首先 证 明 , Fao, 0 <, (а) <}. (a)<1 
对 一 切 正 整 数 成 立 与 1 一 一 一 <f,( a ) 之 1 对 一 切 正 整数 
成 立 是 等 价 的 。 
事实 上 ， 设 对 一 切 正 整 数 n ， 都 有 
0 </.(а)<1,. EELE 


м. f(a )<f a Fl CILS 

故 1 <ia d+- 

即 1-а) (2.3.2) 
х f(a) <. (а)<1 

所 以 由 式 ( 2.3.2 ) 得 


1— <f(a)<l1 


KZ, 设 对 一 切 正 整数 n， 都 有 1 一 一 < (а)<1, ` 
则 
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fari (ад =F] + | 


21.69) К Р-н 


п 
x 0<1 一 二 -<f(oO<1 
所 以 0 <],(0) <}, +.(0)<1 


这 就 证 明了 0 <KC aK 91-1 (a< 
РИН, ОАЕ А в 结论 成 立 ， 只 要 证 明 存在 唯一 的 
一 点 a。 之 0， 使 得 1 一 一 一 <f, (a) 之 1 对 一 切 正 整 数 n 成 立 
钼 可 ， 下 面 分 部 证 明 这 一 结论 。 

(1) 可 归纳 证 明 ， 对 任意 的 正 整 数 n ， 都 有 j.( 0 ) 一 0， 
且 对 一 切 x 六 1 ， 都 有 加 (x )>> 1 ， 因 此 车 存在 满足 题 设 条 件 
的 G， 必 有 aeE(0,1 )。 | 

(2) 显然 对 每 一 个 正 整数 上 ， 思 ( x ) 为 一 个 正 系数 多 项 
R, EAC) 为 【0 ,十 co ) 上 严格 单 增 的 连续 т К, СН 
《1 ) 及 连续 函数 的 介 值 定理 知 ， 存 在 o,，b.E[ 0 ,1 ]， 使 得 


fa)=1- -一 f.(b)= 1 (2.3.3) 


n 
(3) ИЯ 
Гада, | haD] 


ео) +94] 
=f#.(a) = 1 — 


. 1 
Пи (a. )=1— т- 
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所 以 f... (a,.,)>1,. (as) 

H T f(x ) 严格 单 增 ， 因 此 a., >а, Б {а,} 严 
НИМ, PE lim а, 存在 ， 设 Иша,=а. 

因为 ， 
Pa ODRO ә) +> =G...) 


ВР Ъ,2>Ъ,,1, ЗЭ) (Ы, ) 严格 单 减 ， 从 而 lim b, 存在 , 设 
lim b.=b. , 
(4) 因为 J,(a,)<f,(b,)， 所 以 a,<b,, Жазь, 由 
(3) 可 以 看 出 ，a,，bE( 0,1 )， ШЗ (2.3.3) 3 
ела ) «Са KiC b)i = 
于 是 "点 满足 题 设 的 一 切 条 件 。 | 
(5) 证 4 的 唯一 性 。 假 设 又 有 a 满足 题 设 条 件 ， 则 
ааа =.) 
ка’ © (а,, b.) (п=1,2,-.). МАЗИ а = a, RE 
证 明 b = а вр, 
ИРЕ ЖИЕК н ж 
a,< a < b <b, 
又 有 了 (x ) 的 产 格 单 增 性 及 式 ( 2.3.3 ) 得 
1 =a) <l. a )<f,(b)<f,(b)= 1 


所 以 
1,( b )—1,( а < 1 - ( 1 = )=—=— 0 


Жа=ь. 说 明 a 是 唯一 的 。 
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练 3 是 


1. 试 证 任何 一 个 奇 次 实数 的 多 项 式 至 少 有 一 个 实 根 。 

2. В x) 于 5 0 ,1 ] 连 续 ， 且 对 任意 的 xE[ 0, 13; 0< 
了 (x) 1，、 试 证 存在 xo€ ( 0 ,1 ,使 1(x0) = xo 

3. 设 1(x) Е Са, b JEEE, аху <<, REF 


# iC (x x,), Ë КЕ) = Pedil + (x) 


4. 设 f(x) fE (а, b) 连续 ， 若 有 数 Я х,>а, уа (x, YE 
Ха, b) Cn=1,2,%)), 使 K ER lim х) = A, lim Ку) =B FF 
在 ， 则 对 AB 之 间 的 任意 实数 4， VRARI Z, >a, fE lim /CZ,) 
=u. 

5. 设 f(x) F Ca, b ÉE, НҒ Ca, b) 内 达到 最 大 (小 ) 值 ， 
WETE хр, x€ (а, Б), № Их, > =1(xs)。 

6. хә) Р Са, b) 连续 ， а<с<4<, 则 存在 上 € (с, d), 
使 得 1(c)+1d)=21CG) 。 | 


82.4 一 致 连续 函数 


基础 理论 
1. RÍS) 于 区 间 T 上 有 定义 ,如 果 对 任意 给 定 的 e>0 ， 
存在 6S>>0， 使 得 当 x' x" CI, В | 一 x <6 时 ， 总 有 
Ух”) —1(х”)| < 
ж (х) 在 1 上 是 一 致 连续 的 。 
2. 有 限 闭 区 间 上 的 连续 函数 必 是 一 致 连续 的 。 


首先 建立 几 个 f(x) 一 致 连续 的 充 要 条 件 ， 这 对 以 后 的 证 
明 是 方便 的 。 


. 108- . 


例 1 设 | 
@(6)=sup { If(x’)—f(x’) ; lx х7 | <6,x’ ,x"€ (а,6)}, ` 
WE f(x) 于 (a,b) 一 致 连续 的 充 要 条 件 是 limo(ó)=0. 
证 必要 性 
设 f(x) 于 (a,b) 一 致 连续 ， 则 对 任意 给 定 М #20, ЕЕ 
9>0, 34 ⁄',x"”€(a,b), H | —х"| <ó Bf 
f(x’ )—f(x”)| < 


所 以 о(8)<е 
故 | lim 0(6)=0 
9>0+ . 
充分 性 


设 lim 0(8) 一 0 ， 则 对 任意 给 定 的 e>0 ， 存 在 7>0， 使 
о(т)<е, МЫ хх" Е (а,Ь). E |x’ 一 x”| <n tf 
上 xz) 一 Kx <от) <e 
# f(x) F (a,b) 一 致 连续 。 


#2 试 证 j(x) 在 (a,b) 上 一 致 连续 的 充 要 条 件 是 对 (а, 
b) 中 的 任何 一 个 收敛 数列 {x,}，《f(x,)} 都 是 收敛 数列 ， 
证 必要 性 
因为 f(x) 于 (a,b) 一 致 连续 ， 所 以 对 任意 给 定 的 e 之 0， 
存在 8>0, х’, х" Є (а,Ь), H |х —х"| <ó 时 
fx’ IY <e (2.4.1) 
W {x,} R: Cab) 中 任 一 收敛 数列 ， 则 对 上 述 6>0， 存 在 
正 整数 N, 34 m,n>N 时 
|x。 一 xj <ó 
故 由 式 ( 2.4.1) 得 
Ven) Cl <е 
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因此 070, )) 是 收敛 数列 。 
”充分 性 
BRI) 于 (a,b) 不 一 致 连续 ， 则 存在 s。>0， 使 得 对 任 
意 的 5>0， 总 存在 x ,x"E (0,b), 使 x’ 一 x”| <8, 但 
W)” >er | 
令 6== 廊 《n=1,2,… )， 则 存在 x, , x.” Elab), 
м,’ х,и 1, fB 
f(x )— f(x,” Seo (2.4.2) 
由 于 xY 有 界 ， 故 存在 收敛 子 列 (xa), 由 于 aa, х) 
< BUL (СӘК, Л lim <= lima, N 
此 数列 xn1，xn1，xnz，xn2,… ,xn Хиксе, (а, В) — 69 
数列 . 故 由 已 知 条 件 知 ,数列 x1), Рб 1), (хз), 1х. а), 
(xn)，f(xnt )，… 也 是 收 化 数列 。 因 此 当 k 充 分 大 
时 
К) <=, 
此 式 与 式 (2.4,2) 矛 盾 ， 故 f(x) 于 (a.b) 一 致 连续 ; 


З f(x) 在 有 限 开 区 间 (a. b) 连 续 , 试 证 1(x) 在 (a,5) 
一 致 连续 的 充 要 条 件 是 lim f(x) 与 lim f(x) ЖЕНЯ. 
证 必要 性 
因为 f(x) F (a,b) 一 致 连续 ， 所 以 对 任 给 НВ e>, ЖЕ 
3>0, 347, x”€(a,b), H | —х"| <8 时 
f(x’ )—f(x’) <e 
HFPA, x Ela atò), x —x" < 过 38， 所 以 
fC JEC") <e 
故 由 柯 西 收敛 原理 知 lim f(x) 存在 且 有 限 。 
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同 理 可 证 Limf(x) 存在 且 有 限 。 

充分 性 | 

因为 lim f(x) 及 lim JG) 存在 且 有 限 ， 所 以 可 设 а) 
=lim 1) ЖК) = lim, f(x), W Кота, Е, Жи 

f(x) Е (a,b) 一 致 连续 ， 从 而 f(x) F (a,b) 一 致 连续 。 

需要 指出 ， 上 述 命 题 的 充分 性 对 无 穷 区 区 间 也 成 主 ， 但 必要 
RE У =, 

下 面 证 明 当 (a,b) 为 (一 co， 十 ce ) 时 上 述 命题 充分 性 成 


8 


因为 lim f(x) 存在 且 有 限 ， 所 以 对 任 А В) е0, 存在 
G,>0, щх ,x”>G,B 
0х) CO )| <e (2.4.3) 
同样 由 于 lim fx) 存 在 且 有 限 ， 所 以 对 上 述 e>0, 存在 
G,>0, Шх, х"<-6, 时 
Gr ) 一 fx <e (2.4.47 
由 于 f(x) 于 (—G,—1, G,-+ 1) 连续 ， 故 一 致 连续 ， 从 
而 对 上 述 .se> 0 ， 存 在 6> 0 《不 妨 设 6<1 ), Щх,, xE 
[—G,—1, G,+1), H lx —<x”] <ó B) 
Fx 0х") < (2.4.5) 
HK (2.4.3), (2.4.4), (2.4.5) 可 以 看 出 34 xx" € 
(=œ, +оо), В к —х"| «а, В 100 )—J(x”)| < 
0х) = (ео, оо) 一 致 连续 。 
FEA Y (a,b) 为 《一 co,a) X (а, +52) 时 命题 的 充分 
性 也 成 主 , “这 里 证 明 从 咯 。 
TARANA (a,b) 为 无 穷 区 间 时 ， 上 过 命题 的 必 妥 性 
ЖЖ, 


«НЕ? 


Hte f(x)=sinx F (0, +00) 一致 连续 ， 但 lin sinx 不 
ЖЕ. | 

有 了 前 面 建 立 起 来 的 函数 在 区 间 上 一 致 连续 的 充 有 要 条 件 ， 
许多 关于 一 致 连续 的 命题 的 证 明 就 可 以 不 必 从 一 致 连续 的 定义 
出 发 ， 而 直接 利用 上 述 结果 加 以 论证 ， 特 别 是 例 3 的 结论 ， 在 
证 明 关 于 一 致 连续 的 命题 时 经 常 被 采用 ， 下 面 举 几 例 说 明 上 述 
充 要 条 件 的 用 法 。 | ` 

#4 BI) 及 g(x) 在 有 限 开 区 间 (a,b) 一 致 连续 ， 试 
ЗЕ f(x) + в(х) 在 (a,b) 也 一 致 连续 。 

证 因为 1(x) 及 g(x) 在 (a.b) 一 致 连续 ， 所 以 lim fC) 
Klim g(x) 都 有 在 目 有 限 , 故 由 极限 的 性 质 知 lim f(x)*g(x) 
也 有 在 且 有 限 。 同 理 可 证 ，lim Их) +в (x) 存在 且 有 限 М 
1(х) + g(x) 于 (a,b) 一 致 连续 。 

上 述 命题 的 证 明 反复 用 到 例 3 的 充分 性 和 必要 性 ， 由 于 例 
3 的 必要 性 在 (a,b) 是 无 穷 区 间 时 不 一 定 成 立 ， 因 此 例 4 的 命 
题 当 (oa,b) 是 无 穷 区 间 时 也 未 必 成 立 ， 例 如 fx) 一 g(xz) 三 X， 
Я] f(x) Ж р(х) 在 (0, 十 ce) 一 致 连续 ， 但 fx).g(x) 一 x: 在 
(0, 十 co) 上 不 一 臻 连续。 | 


Я5 设 1(x) 在 有 限 开 区 间 (a,5) 连续 P 在 (a,b) 
一 致 连续 ， 试 证 (x) Ela, b) 也 一 致 连续 。 

证 ЯЯЛО) 在 (a,b) 一 致 连续 ， 所 以 lim РО 
且 有 限 。 设 lim 70) =А, W4 A=0 时 ， 由 
lim f*(x)=0, 得 „lim f(x)=0 
当 4>0 时 ， 则 lim, ИС =V A>0， 所 以 存在 6>0， 当 xE 
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(аа) 
| fcx) > (2.4.6) 


故 Ј(х) T (a,at6) KRES., FXE, Е Ах) 于 (a,a 二 6) 
TE, WEE x, х, © (а,а-+д), 使 1(x1) <0, Hx )> 0. 
由 于 f(x) F (а, a+) 连续 ， 故 由 介 值 定理 知 T x,, x, Z 
知 存 在 一 点 ,使 1(8)==0。 这 与 式 (2.4.6) ЖЕ. МИ f(x) 
于 (a, at) 不 变 号 。 不 妨 设 当 xE€(a,a 十 6) B], f(x)>0, W 
以 
lim f(x)= lim УС) =„А 

数 lim f(x) 存在 且 有 限 。 

同 理 可 证 lim 1(x) 存 在 且 有 限 。 

ЖЕНИЯ 3 的 充分 性 知 ，f(x) F (a,b) 一 致 连续 。 

需要 指出 的 是 ， 并 不 是 一 切 关于 一 致 连续 的 命题 都 可 以 用 
前 面 所 述 的 充 要 条 件 来 证 明 的 ,利用 一 致 连续 的 定义 证 明 命题 ， 
这 也 是 十 分 重要 的 方法 。 

16 iil) т, +=) 一 致 连续 ， 且 对 一 切 xE(0， 
+o), lim Кх+ п) =0 (n 为 正 整数 ) ， 试 证 lim 1х) = 0, 

证 因为 f(x) 于 (0, 十 co) 一 致 连续 ， 所 以 对 任意 给 定 的 
>>0， 存 在 9>0， 当 x' x" >20, Н |е х" | 之 6 时 

Px -f(x << 

取 充 分 大 的 正 整 数 k, 8-0. Q n= OISE), 
由 于 lim Kxi 十 办 一 0 (i=0,1,…，k), 所 以 存在 正 整数 Ni， 
当 n 之 N, 时 
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f(x +n) [< i 
& N=max(N.,N i," Ni) MH n>N 时 ， 对 一 切 i (0< 
i<k) 都 有 ` 
f(x + n)| <e 
НМ x>N--1 时 ， 必 有 xo€ [0,1) RAN, W 
x=x +n 
БАНЕР СЕК), W xi Kx Kx, МЫ 


к (ии) = (ко SES 


故 
FON < Ио —J(x и) + Ух, п) 
«а-в=2е 
因此 lim Кх) =0, 


练习 题 

1. WE (a,b) 上 的 一 致 连续 函数 必 有 界 。 

2。 著 f(x) 于 (-%m,+%m) 上 的 任 一 有 限 闭 区 间 上 连续 ， 则 它 
在 (~m,+%) 上 的 任 一 有 限 开 区 间 上 也 一 致 连续 。 

3。 已 知 fx) = sin 在 (0,1) 连续 ， 试 证 1(x) 在 《0,1) 内 不 一 
致 连续 。 | 
4. 1 0х) 在 [ab] 和 (b,c) 上 部 一致 连续 ， 试 证 fx) 在 Са, с) 
上 也 一 致 连续 。 | | | 

5. EJOO Elato) LER, lim j(x) 存在 且 有 限 ， 试 证 f(x》 
在 (a; + %m) 上 一 致 连续 。 | 

6. BIW РКИ L 一 致 连续 ，”(x) 于 区 间 了 一 致 连续 На 
хЄІ 时 ，yw(x)E7To， 试 证 复合 函数 FCC) 于 工 一 致 连续 。 
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ЖЕЖ ”函数 的 导数 


83.1 导数 的 定义 及 其 基本 性 质 ` 


基础 理论 


Ç 
1. É f(x) 在 xu А КАРТ L, q E k B 


Jim Tet А0765) 存在 且 有 Е, ИЖ fO) £ x, 处 可 


A4xz—0 


导 ， 称 其 极限 值 为 f(x) 在 xo Ж, ig Г (w a] 81 


dx | 


ЖИ lim хо + AO) 存在 且 有 限 Хи 


0* 
ВЕЛ f(x) 在 Xo 点 的 右 导 数 ， 记 为 J + (Хо). 
如 果 极 限 lim + Аж) Ца 存在 且 有 限 , 称 其 拟 
sr>07 


RAA J(x) Во 点 的 左 导 数 ， 记 为 了 (Xo)。 
2. fx) È (а 内 每 一 点 可 导 ， 称 fx) (ах 
"T$, 
# J(x) А. (a,b) T $, f.'(a) £ f-' (b) 都 存在 ， 
Aliki (x) T (a,b) T$. .. 
3. ЖКх) T x, ATË, M| f(x) Ëx 点 连续 。 
4. Жи(>) A о(х) Ж, М, 
(1) (cu(x))'=cu' (х) (c 为 常数 )， 
(2) (u(x)+u(x)) =u (х) +’ (х), 


(3) (u(x)o(x)) 一 (x)u(x)+u(x)u' (x); 
u(x) je w (x)u(x) фидо" (x) _ 
(4) | v(x) | v’ (x) 


(o(x)= 0) 
5. Ж у= (и) & s u T$, и=в(х) 在 点 x 可 导 ， 则 复 
$ у= (а(х) B x T£, R 
_ ду Чи 


GEDI =F (g(x)) - g (x)( 或 £ ди ` dx ) 


6. ЖУКОВ & x 5 X N S$ 3. Г О) 
“FRAIER, ия), КЖ 
я КОНЕ, ВЯ (х) ФФ. 


由 基础 理论 3 易 知 ， 要 判断 一 个 函数 在 x, 点 是 否 可 导 ， 
首先 看 这 个 函数 在 x, 点 是 否 连续 ， 若 不 连续 , 则 肯定 不 可 导 。 
若 函 数 在 Xe 点 连续 ， 可 再 用 导数 定义 或 其 它 方法 证 明 是 否 可 


一 定 不 可 导 ， BE f(x) 在 xo 点 连续 ，f(X) 在 Xx， 点 也 未 必 可 
导 ， 就 是 说 ， 孙 数 的 连续 性 是 可 时 的 必要 条 件 ， 但 不 是 充分 条 : 
Ф. 


нт ме Mem, n ER) 
一 x 二 一 (m,n Ei 
R(x)= n n Z 
0 ` x 为 无 理 数 
处 处 不 可 导 ， | | 


证 . 由 于 R(x) 是 以 上 为 周期 的 函数 ， 故 只 证 明 R(x) 于 
(0.1) 处 处 不 可 导 即 可 。 

因为 R(x) 于 有 理 点 不 连续 ( 见 $2.2 例 1)， 所 以 R(x)》 
在 有 理 点 不 可 导 。 
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i x, H (0.1) 中 任 一 无 理 点 ，xo 用 十 进 制 小 数 表 示 为 

MXo 一 0.0iap0 A x,=0.a,a,a, (п=(1,2,**.), HW x,`3 
有 理 数 ， H Нм X,= х, 

选取 {y.} 为 (0.1) 中 的 无 理 数 列 ， 使 得 lim у.=х., М 

RO.) —R(xo) _ 


为 misa 0 (n=1,2,.) 
.所 以 
lim R(y,)—R(x.) = 0 
У, — № 
另 一 方面 ， 因 为 


IX,—Xol 王 0.00…0a анна < 一 一 一 


р(х.) — вое =RGx)= (А )> 0 


所 以 
R(x, )— R(x.) 
X,— Xo 


>1 


从 而 不 可 能 有 


lim R(x,)— R(xo) | 
"=e Xa — Xo 


= 0 


нт ВОО. 不 存在 ， 因此 R(x) 在 x, 不 可 导 ， 
#72 ИК 为 定义 于 (一 1 ，1) 内 的 函数 ， 且 了 (0) 存 
在 ，{a,},. (b) 为 二 个 数列 ， 满 足 
(1) —I<a,<0<b,<1 (1 一 1，2，…); 
(2) lim a= Пт b=0 
试 证 
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li J(b,)—J(a,) _ 
л а Í (0). 


Е НЯ 
„. _КЫ,)-Ка,) 
b.—a, 
ME COOLS ORICA 


b,—a, 


_ f(b)—1(0) bb, 
b. 


b.—a 


а) 10) a, 
а, 


b,— a, 
~ а) 


f(a)~—i(0) .| а, 
a, 


b,—a, 


_ f(b)—f(0) ,rT f(b,)— f(0) 
= b, +[ 5. 


_ f(a.)—f(0) ] `a, 
a, b. —а, 


lim OAO (0) 


tig а 70) соу 


limf ие.) 0) __Ка)-Ко) ] 
° ® a, 


=f (0)— f (0)= 0 


° 118. 


| b,—a, < 1 ñ ú t 
Ly 
lim fb) ~1(0) 0а) i0, 
ora) | b, — а, j 
— a, — 
b.—a, | 0 
从 而 


. É b — : —. 
lim f(b.)—f{(a,) = Пт К - f(0) =} (0) 


"° . b,—a, 
注意 ， 如 果 将 例 2 中 的 题 设 条 件 “—1<a,<0<b,<1” 
RY “—1<a,<b,<1” 则 命题 结论 不 一 定 成 立 ，。 
例如 


设 
*sin— x =Q 
wf * 
0 х=0 
МИ (О-о, а, = 
2nz 十 可 пл 


(n=1, 2, +=), R — 1 <a,<b,< 1, ZRlima,=limb,= 0, 
但 

ЕЗ А / 

10.) Ka) „2. Mr (n=1,2,=) 


b.—a, 2na + 5 


lim .f(b,)—f(a,) 


Lin b,—a, 


=- р (0) 
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由 导数 的 定义 可 以 看 出 ， 若 Ко 在 x* 点 可 导 ， 则 f(x) 的 
左 、 右 导数 都 存在 ， 且 了 NGx)= 丰 (x), KZ , # f(x) &х 
SGE, БЖ, Врх) f (x) / М Ко 在 x 点 
У, B р(х) ји (х) (л) ,这 一 结论 给 我 们 提供 了 求 
DRE xy 点 的 导数 的 一 种 方法 ， 如 果 R mg limt ЕК) 

REPARERE, Bf O) £ f (хо) 比较 容 TRR. ik it 
On) 就 可 以 通过 站 (x) f (x) mn Я, £ H 
了 (xo) Ва, ЖАе fa (хо) >a (а) £. ff - (x <a 
(A 2а), 1а уи Z f (х) =а, 


例 3 É jf(x)| ЖЕ х=ал и, H (а) =0, WE 
Ў (а) =0. 
证 因为 If(x)| 在 x==a 可 导 ， 所 以 极限 
lim FOA — Иа)! lim If (x)! 


х= а = х—а 


А lim O) li (x)| 
存在 , № ая «А 一 


` + Их) СЭ] 
由 于 当 х>аћ 22-20, Щх<ав- -0, 


PA lim G -< 


以 XY: 
所 Е (Ё x— a 
/ lim If (x)| 
и Uth а 20 
> р | 
f(x) 
故 20 lim x МӘ 
1 F(x) 
从 而 Ie ха 
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因为 f (a)=lim A =A. =lim JG 
ВЫ f (а)=0. 
关于 求 y 二 J(X) 在 内 点 的 hn 阶 导数 的 方法 ， 一 般 可 采用 È 
ЯНГ” 的 结果 ， 然 后 再 用 数学 归纳 法 证 明 其 结果 ЕЯ, 
ei/zx? x*0 
ејб) ={ ТИВ, METEEN, № 
0 0 


x= 
A /”(0)=0. ЖИ 3k Dm a RAAR., B 
此 就 不 能 采用 上 述 方 法 来 得 #"(x)， 此 时 可 根据 函数 本 身 的 特 
点 找 出 一 个 递 推 公式 来 ， 利 用 递 推 公式 可 以 求 得 函数 的 任意 阶 
导数 。 


$14 求 y=arc tan x 在 x=0 点 的 各 阶 导数 。 


М Y= УФЫ 


и 


Уи (=o 


由 于 (十 x?*)y = 二 1， 所 以 对 该 方程 两 边 对 x* 求 n 阶 导数 得 
(1+x:)y"* +в. кучи. 2" =0 (3.1.1) 
将 x 一 0 RAR (3.1.1) 得 
у 0(0) + п(и– 1)у 50) 一 0 
故 得 递 推 公式 。 yl? 二 一 n(n 十 1)y"(0) 
НФ у” (0) =0, 0 у(0)=0 (Kk 一 1,2,…)。 Нуу (0) =1, 
所 以 у= (— ЕК)! (k=1,2,-:), Wk 
0 n 为 偶数 
у (0) = s-i 
(—1) * (n—1)! n 为 奇数 
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Я5 求 y=arc sinx 在 x=0 点 的 各 阶 导数 。 


; 1 ` _ 
м Y TT У (0)= 1 


и -一 x д“. _ 
Ух = y'(0)=0 


я" = (3.1.2) 
将 式 (3.1.2) 两 边 对 x 求 n 阶 导数 得 
(=x? jy+? +n (—2х) урфи) 


(2) уху" пу (3.1.3) 
将 x=0 代入 式 (3.1.3) 得 
У" (0) —п(и- у" (0)=пу* (0) 
故 得 递 推 公式 
"(0)=n’y™(0) 
НЯ y” (0) =0, МЫ У" (0)=0 (k==1,2,…)， 又 因为 y (0》 
=1, МЫ y 000) = (026—1) 1)? (k=1,2,-.), MW 


x 0 n 为 偶数 
у‘ (0)= 
Ея м 
1. 设 
хх ”XX 为 有 理 数 
| 
0 x 为 无 理 数 
试 证 f(x) 仅 在 x=0 点 可 导 。 
2. й 


9122 


(=° 7S ZI 


lar+t T>T9 
应 如 何 选 取 a 和 了 的 值 ， 才 能 使 fx) леко AKHU SR? 
3. 用 导数 的 定义 证 明 偶 函数 的 导 郑 数 是 奇 函 数 ， 奇 函数 的 导 函 
数 是 侦 函 数 。 
4. 车 对 任何 有 理 数列 ro>0 Сп оо), BE: 
lim ПУ). 


ae 六 
存在 旦 有 限 ，f oz) 在 z 点 是 百名 导 ? 
5。 设 


-| В x = 0 


10600) ==” (0) = 0, ЖУ (0). 


5. В #-1/х* хе 0 
f(x) 
0 x= 0 
试 证 对 任何 正 整 数 n， 都 有 1"*(0) = 0。 
7. È 


по) I i+ 


(9-0) 


ФФ’ (а) Е?’ (а). 


83.2 微分 基本 定理 


基础 理论 
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1. 费 马 (Fermat) 定理 

Ж f(x) 在 x, 的 领域 (Xe 一 5,Xo 十 6) Мая f(x)<f(x,) 
(#&.fJ(x)22/(x,)), B f(x) & хех TE, A f' (x, )=0, 

2. 罗 尔 (Rolle) 定 理 

Ф f(x) T (a,b) 连续 ， 于 (a,b) TË, 8 (a)=](b), 
Я ВСЕ (a,b)， 使 1 (£)=0. 

3. 拉 格 朗 日 (Lagrange) 定 理 

# f(x) T (a,b) 连续 ， 于 (a,b) 可 导 ， 则 存在 Є (a,b), 


使 GP 上 一 fa) 


4. 若 从 Xx) 在 (a,b) 内 满足 1 (x)==0, 则 在 (a,b) 内 f(x) 
为 一 常数 。 

5. 柯 西 定理 

# Кх) Z р(х) 在 [a,b) 连续 ， 在 (a,b) T£ ,并 且 z (x) 
+0, НЕЕ (ав), ИЕ = Г. 

6. f(x) 在 (a,b) (a,b 有 限 或 无 穷 ) 连续 ， 在 (a,b) 
TF, у(х) 在 (a,b) 单调 上 升 ( 或 下 降 ) 的 充 要 条 件 是 ， 
& (a,b) Я ff xo (& F (х)<о), 


微分 基本 定理 是 导数 理论 中 的 重要 组 成 部 分 ， 许 多 命题 的 
结论 都 是 通过 微分 基本 定理 的 应 用 得 以 证 明 。 

首先 由 费 马 定理 推出 一 个 十 分 有 用 的 定理 ， 即 下 面 的 达 布 
(G · Darboue) 定 理 ， 


Т 达 布 定理 BI) 在 (a,b ETS, N 
(1) EFLA P -(b)>0, WEE ЕЕ (а,Ь), 使 
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. РО) =0; 
(2) Ж. (а) <с< (Б), W EEEE b), № 
Р (=c, сус 

证 (1) 由 于 f(x) (а,5) 可 导 ， 故 连续 ， 所 以 存在 
ЕЕ (a,b), fE КЕ) 22 f(x) 的 最 小 值 。 

Я f' (a)<0, 7 _(b)>>0， 所 以 存在 8220, 4xE (а, 
а+д) BF, f(x)<Jf(a); 4 хЄ(6—8, Б) В, f(x)<J(5). Н 
Ж ёта, ЖЕЄ (a,b)。 由 费 马 定理 知 

Г (£)=0 
(2) REDS) ox, MJ 
F’ (а) =} ,(a)—c<0 
F’ (а) =} (а) —с2>0 
故 由 (9 知 ， 存 在 上 5E (а,б), ЖЕ (5) =0, Eu 
f (5) =с 

ЖЖ, 87 .(а)р>о, f (6) <0%, 

f+(a)>c>f-(b) 时 ， 上 述 结论 仍然 成 立 . 洪 证 明 方 法 与 上 
ЕЕ М, ， 这 里 从 略 。 

RERE RE, d RIC) T (a,b) T, RB f .(а)* 
FEC), MJ f (z) T (а,Ь) яж #JfL(a) 5 f.(b) 2 8 66 ы 
值 ， 从 形式 上 看 ， 这 与 连续 函数 的 介 值 定理 很 相似 ， 但 绝 不 能 
А f(x) 就 一 定 是 连续 函数 。 例 如 


ха x= 0. 
f(x)= . 
0 x= 0 
. 1 і; 
2xsin——cos— ` x= 0 
则 f -| x x | 
0 x= 0 


XZ k f (x) 在 x 二 0 不 连续 。 
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由 达 布 定理 与 连续 函数 的 介 合 定理 的 相似 性 可 知 ， 有 关连 
续 壤 数 应 用 介 值 定理 的 证 明 方法 完全 可 以 类 似 地 用 到 达 布 定理 
上 来 。 下面 举 几 例 说 明 。 


Я2 设 1(x) 于 (a,5) 可 微 , 设 m=inf (f (0), 
M=sup (f (x)) (MAM, m MERRER). M FRE 


m<u <M HKZ u, T (a,b) PREE EFES. 
证 因为 
"ОВР Мазар W (0)) 
т<и<М 
所 以 存在 x,, х,Е (а,Ь), 使 得 MERECES EET) 


出 达 布 定理 知 ， 存 在 位 于 x;，x, 之 闻 , 使 VES 


МЗ 若 f(x) Ф (а,Ь) 19, НГ (х,)>0 (x, € (a,b)), 
WF xo 的 任意 邻 域 (xo 一 2,xo 十 2) 内 有 点 x Ax, 使 
f (x,)>0, 

证 Т (хое, xote) 内 任 取 一 点 x"” ， 且 x"xxe， 若 
了 (x*)>0， 则 命题 结论 成 立 ,车 17 (x*)<0, 令 4= 了 1 (хо), 


则 1 (х*) << (xa) 
由 达 布 定理 ， 存 在 x, 位 于 xs，x* 之 间 ， 使 得 
f (x,)=u> 0 


а RIFT Ф, Bf (а) = Б), WE # 
在 Ева, SF] gr orh 2). 
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证 信 F(x)=f( <+? 


“b s, R 


Р 0) 0 ( 0 


2 )- (x) 


p (0) 1002) (0) (3.2.1) 


F' (=)= Г (6) — 一 7 a SEEN 
HAJ (а)=Г (b), MA 
F'(2 二 上 -Po -r (H2) 
=f (go)—f (в+— 5) 
由 式 (3.2.1) 及 (3.2.2) 得 
r (H ура 
#F (o)= 0， 取 5 二 o， 则 由 式 (3.2.1) 得 
r= orh 5+2") -1 (D 


(3.2.2) 


и и = r (+258) 
Æ Е’ (а)+0, МЕ’ (а) 与 rtg, 所 以 由 达 布 定 


更 知 ， 存 在 4€ (a, EP) 
F’ (8) =0 
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从 而 Рс) EHTA 

罗 尔 定理 在 微分 理论 中 也 是 经 常 被 应 用 的 理论 。 应 用 罗 尔 
定理 的 基本 方法 在 于 找到 两 点 x1 x, ELER f(x,)=f(x,), 
然后 再 于 以 Xi1，Xs 为 广 点 的 闭 区 间 上 应 用 罗 尔 定理 ， 从 而 达 
到 证 明 命 题 的 目的 。 


例 5 设 1(x) 在 区 间 (а, 6) (a,b 有 限 或 无 穷 ) 内 可 导 ， 
Н йт f(x)=lim F(x). WEHE EE (а, Б). EROSO 

证 法 一 (1 ) 若 f(x) 在 (a,b) 内 恒 为 一 个 常数 ， 则 结论 
显然 成 立 。 

(2) 车 1(x) 在 (a,5) 不 恒 为 常数 , 设 lim f(x)=A, 则 
必定 存在 x。€ (а,Ь), fE f(x.) A, ЖЕНЕ НХ) СА, 

Н (х) T (a,b) 可 导 ， 故 连续 ， 从 而 由 介 值 定 理 知 ， 
对 于 KE(f(xo),， A), 必 存 在 x € (a,xo )， Xx2€ (xo,b ), 
使 f(x1)=4=f(x,) 
故 由 罗 尔 定理 知 ， 存 在 上 E (х,, x), 使 f (8) =0, 

证 法 二 用 费 马 定理 证 明 ， 

若 (х) ==с(с 为 常数 ) ， 则 结论 显然 成 立 。 

车 (x) 不 恒 为 常数 ， 则 存在 xoE (ae,b)， 使 

Кх.) #1im (х)=А 
不 妨 设 (хо) <А, 所 以 存在 x, ,xsE (а, Б), хх, 之 x。 ， 使 
得 当 x€ (a,x,) 或 xE (x,,b) 时 ， 有 
FSF lx.) 

НТ f(x) 于 (x, ,Xxs) Та, ERE, A Jk f(x) E (x, ,x,) 可 
达到 最 小 值 。 设 x= ARMER, 8 $ x= 也 是 1(x) 在 
(a,b) 中 的 最 小 值 点 ， 故 由 费 马 定理 知 ,，f/ (6)=o. 
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顺便 指出 ， 当 limf(x)=lim f(x) Я, ДЕЎ, ЕК 
命题 也 是 成 立 的 。 这 里 证 明 从 略 ， 


例 6 设 f(x) 在 (一 ,十 吕 ) 可 导 , 且 对 一 切 x 都 有 xf’ (x) 
十 (x) 关 0， 试 证 对 一 切 x 二 0， 必 有 (х) +0. 
证 设 F(x) 二 xf(x), WFC) Е (оо, +оо) | =, H. 
对 一 切 x 都 有 
Е’ (x) =xf' (x)-+- f(x) +0 
假设 存在 xo 关 0， 使 J(xo) 一 0， 则 
F(x,)=0=F(0) 
MOH КЛЕН, ЕЕ 0, хо ХМ, 使 Е (5) =0 
BD EF (€) +f(£)=0 
:这 与 题 设 条 件 矛 盾 ， 因 此 当 x 关 0 FF, f(x)= 0, 


Т RI Ж а(х) ЛЕ (оо, +=) 可 导 ， 且 对 -一切 
Зх, ВНР вх) = Кв" (xz) ， 试 证 jz) 一 0 的 任何 
两 个 不 同 的 根 之 间 必 有 g(x)=0 的 根 。 

证 设 xi,x; 为 x)==0 的 两 个 不 同 的 根 ， ЖЮ x < 
Xa, 因为 

F (х. )в(х,) f(x )в (x1)=0 
ЯЛТЫ g(x) +0. 

同 理 可 证 g(xs) 0. 

假设 g(x) =0 Æ (xi ,x,) 内 无 根 ， 令 F(x) =f(x)/g(x), 
JU F(x) T (x,, x,) 可 导 。 由 于 

F(x,)=F(x,)=0 
ЯН ЖЕН, 存在 EE€ (х,, х,), 使 
F’ (5) =0 
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即 


7 СЕ) (5) (5) ви (© _ о 
g’ (£) 
故 F (ë)g6G8)=1(£)g' (Е) 
这 与 题 设 条 件 了 矛盾 ， 从 而 必 存 在 上 E (х, x), 


g(£)=0 
如 果 在 拉 格 妆 日 定理 中 令 f(a) 二 f(b)， 则 立 刘 可 得 出 罗 尔 
定理 的 结论 ， 因 此 拉 格 朗 日 定理 是 罗 尔 定理 的 推广 。 所 以 拉 格 
关 日 定理 比 起 罗 尔 定理 来 用 处 更 加 广泛 ,不仅 在 微分 理论 中 ， 
而 且 在 极限 理论 中 拉 格 妆 日 定理 的 作用 也 是 十 分 重要 的 。 同 罗 
尔 定理 一 样 ， 拉 格 并 日 定理 不 一 定 在 f(x) 的 整个 定义 域 上 应 
用 ， 而 经 常 被 用 在 f(x) 的 定义 域内 菜 个 适当 的 小 区 间 上 。 


例 8 设 f(x) 在 x 二 a 的 右 极 限 存 在 且 有 限 ， 则 f(x) 在 
a 点 的 右 极 限 也 存在 且 有 限 。 

证 因为 lim 了 (x) 存在 且 有 限 ， 所 以 存在 6>0, 使 得 
f(x) 在 (a，o 于 人 的 内 有 界 ， 设 17 (х) 委 M。 风 对 任意 给 定 的 
g2>0, Жт= min(- ， ô). Hx, х’Е (а, ат 


f 


Јо) рО”) | | 
ww (El <M 

GER абри, x” 之 间 ) 

所 以 Ex О) SM lv —x"| М е 


故 由 柯 西 收敛 原理 知 lim f(x) 存在 且 有 限 . 


ЯЗ 700) (о, ео) [S.B I О) <a <i, 
В, +в), Ах, Их, (ина, 2, =), M 
{х RAR, Hlim x, 的 极限 是 jx) 一 x 的 唯一 解 。 
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证 任 取 х, УЕ (<. +00), ШЕН 30, 存在 
位 于 x，y 之 间 ， 使 
и) КУ = I (OD -yl <a xyi 
H $2.2 pi 8 知 本 命题 成 立 。 | 


例 10 Ех) Е (а, b) EE, # (а, Б) W f(x) 存 
ЧЕ, Н д Ма, Ка)) 5 МЫ, f(b)) 0 8 S 5 BB £ y 
二 J(x) 相交 于 Gle, [(с)), Ж ao<ce<b。 试 证 在 (a. b) 内 
РЕ, # 7 (5) =0. 

Е 办 为 1(x) (a, c) k, р (а, с) 可 导 ， 所 以 由 拉 
者 朗 日 定理 知 ， 存 在 6, Є (а. с) 


pe- O0 
同 理 ， 存 在 sae(e,b)， 使 
r e=. 


由 于 1с) (а) 及 1(b) —f(c) MERAM, N 两 点 的 


с— а i b— c 


l 0) а) _ КБЕ 
Waaa, 所 以 DO n n 


救 F (£1)=f CE) 
H-P G) (Е, éE 可 导 ， 所 以 由 罗 尔 定 理 知 ， 存 在 
¿€ (&1, £), ВФ =0. 


例 11 OD T (a, b) 内 可 导 ， 则 于 (a，b) 中 任 一 点 
хо 必 存 在 收 你 于 x, 的 数列 {x 小 ， 使 
lim f (x.)=f' (xo). 
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'. 证 B у. Є (а, Б), Ухо (п=1,2, -**), Н Нм У.= х0, 
则 | 
"оиа АЛ 


Я НА, Ех Py, ZA, Wi 
2001065) py (x) (n=1,2,.) (3.2.4) 


y, — `... 
所 以 由 式 (3.2.3) 及 (3.2.4) 得 
lf Ge) =lim И и) 
я ПН ss Kskanhikhaka, REF 
用 取 极 限 的 方法 而 使 命题 得 以 证 明 。 


(3.2.3) 


例 12 Pc f(x) FO, риа, EFO =0, |F G) < 
Gol. ， 则 jz) 一 0。 
证 Еж (0,1), НЕЖНАЯ, FE E © (0, 
xo), {$E 
fo = faso =) 
所 以 С = J CE x. < СЕ, xn 
РАЗН, FECC, Ё,), 使 
这 样 一 直 进 行 下 去 ， 一 般 地 ， 对 正 整数 n, E EEO, Eni) 
PE < СЕ) ¿< FEDI E 


Сео < ED Е < ре ,< 
«Е ` 
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由 于 f(x) T (0,1) 连续 ， 所 以 存在 М>0, № 

| Gol <M a 

tk Р(х.) SMET’ 

上 式 对 一 切 正 整 数 n 都 成 立 。 由 于 0, <1, МЫ 
Помет 

从 而 fxo) 一 0， 故 由 x。 的 任意 性 得 
f(x)=0 


$15 〈《 例 12 的 推广 ) 设 f(x) 于 闭 区 间 (a、b) 上 可 
导 ， 且 满足 f(a)=0，| 六 (x 二 L(x)|( 工 为 常数 )， 试 证 
f(x)=0, 
证 取 充 分 大 的 正 整数 N， 使 AN<1， 令 
хъ=а+ (6-а) (k=0, 1, =, М) 
由 于 f(x) 于 (а b) 连续 ， 因 此 存在 M>0， 使 
УС)! <M 
H хе (хо. х), НАЖ НЕ, FE E Е (хо, x), 使 
РС) = 170) (х) 


= | (E) а SE СЕ) 
HM, EECC, 51), № 
Е, < VG.) 


将 这 个 过 程 一 直 进 行 下 去 。 一般 地 ， 对 正 整 数 n， 存 在 &， 
Е (хь, &,-,), № 


L 
ИЕ, <É (JI 


所 以 
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поо < ED KEY << бое 


上 式 对 一 切 正 整 数 n 都 成 立 。 由 于 L/N<1, И, SM, W 
Ни) СЕ, =0 
从 而 0х) =0 „ВМ хе (хь, хо, Я 
f(x)=0 
特别 ，f(x1)= 二 0。 从 而 同 以 上 证 明 方 法 一 样 ， 可 以 证 明 当 
x€ (x,, хо, 8 


Кх)=0 
Г HE, x€ (х,, ха). ХЕ (x,, хи), ***, ХЕ (Хи, 
ху) 时 都 有 f(x)==0 
WE (a, b) 上 有 fx) 一 0， 

# lim х) Вах), X x,#a(n=1, 2, +), 
lim x,=a, lim (х,)=А, Я И. f(x)= A. iz "$k 2 Zt. 函数 
aaa 被 用 到 。 9+7 (>), F(x), e, Р(х) 也 
хха З, Ноля али, ВА, 


它 提供 了 求 导 函数 坡 梁 的 一 种 方法 。 


0014 试 证 | 
(1) #lim f(x) 和 1im 了 (x) 都 存在 且 有 限 ， 则 
limf 0050 
(2) #lim fx) 和 lim O 都 存在 且 有 限 ， 则 
lim Родена И) 
(3) 车 Lim f(x) 和 Tim f* (x) 都 存在 且 有 限 ， 则 
lim f Slim 7 (к) =н f* (х) =0 
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证 (1) 因为 lim f(x) 存 在 且 有 限 ， 所 以 
lim (fn)—f(n—1))=0 (3.2.5) 
出 拉 格 朗 日 定理 ， 存 在 x,€ (n 一 1，n)， 使 得 


f(x,)= О y =f(n)—f(n—1) 


3.3.2.5) 
lim f (x,)=0 
由 于 lim (x) 存在 且 有 限 ， lim xs 一 十 2， 所 以 
lim, F (x) =lim F (x,)=0 
(2) 因为 Им, Р(х) 存在 且 有 限 ,所 以 存在 4:>0 及 M> 
0， 使 得 当 x—A №, “(ху <м. МЫ, ХЕ я 的 e> 
0, &0= Wx, х,>А,, B. jx 一 xz 之 6 时 
W(x,)—f (x,)| = У" (8 іх, х: 
«М-г/М== в (3.2.6) 
HR EMT x, х, 之 间 
因为 lim f(x) 存在 且 有 限 ， 所 以 对 上 述 S>>0， 有 


lim f(x+6)—f(x) ° 
x— += ó 


= 0 


册 拉 格 郎 日 定理 ， 存 在 0(х) (0<0(х) Ст) 
1 (x+ ó) Кх) 
д 


=} (хд. 0(x)) 


斯 以 lim Г (x+ ó-0(x))=0 
WEE А,>0, МХА, 时 
р (x+ ó: 0(x))| <ë (3.2.7) 


4 A=max(A,, A.), m x— A Bf, 由 式 (3.2.6) 及 式 


《3.2.7) 得 
Р G) F С) (x+ ó. 0(x))| + 


. 135. 


+ | (x+ ó-0(x))| <2e 
故 lim f (x)=0 
由 于 lim Г (x) 和 lim f(x) 都 存在 且 有 限 ， 故 由 (1) 得 
lim f(x)=0 
因此 lim F (x)=lim f'(x)=0 
(3) AX lim Г) 存在 且 有 限 ， 所 以 同 (2) НЕ 
方法 一 样 ， 可 以 证 明 ， 对 任意 给 定 的 * 之 0, 存 在 6> 0 МАРО, 
мх, х,>А Н |x, —x,| <2ó f 
И) Р к) < _ (3.2.8) 
AX lim f(x) 存在 且 有 限 ， 所 以 对 上 述 的 6>0， 有 
lim Tt- -~ 


r+ 


0 


由 拉 格 朗 日 定理 ， 存 在 0(x)(0<b,(x)<1)， 使 得 
fet JG) ина. 0,65) 


所 以 lim f (х+9-0,(х))=0 


因为 f” (x) 存在 ， 所 以 由 拉 格 朗 日 定理 知 ， 存 在 0<0(x》 
<1， 使 得 
f (x+6+6. 0 (х+5))-Г (x+6. 0, (х)) 
8+8: 0,(x+ ó) —ó- 0,(x) 
=J'”(x+(ó+ó:- 0 (x+8)—ô . 0,(x))0(x)) 
由 于 0<(6+6.0,(x+6)—6.0,(x)) .0(x) 
<(28—8-0,(х))0(х)<28:0(х) 
ШД Ф 0.(х) = (1+0, (9+8) —0,(х))- 00), Jo<0,(x)<1, 


从 而 Г (x+6+6. 0, (x+ó))—f' (x+6. 0, (х)) 
` öt- 0, (x+ó)—ó- 0, (х) 
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=f" (х+20. 0,(х)) (3.2.9) 
由 于 lim f(x 十 6.0,(x)) 二 0， 故 由 式 (3.2.9) 得 
lim f” (x+28-0,(x))=0 
ЕЯ, ERR O<), FENI, 
使 得 
О: 0... (x+ ó))—fii l (x+ д. 0, (x)) 
+8 - b-i (x+ 8) —ó + 0,- (x) 
=f (x+ 2716 - 0,(x)) 
且 lim 六 (x 十 2 10-0(х))=0 
特别 地 有 ^ 


lim JETP (x+ 2: 206.0, ,.,(x))=0 
KEHE А’>0, 4 x—> A 时 


0054 2: 20-0,-,(х)) <= (3.2.10) 
$ А*=шах(А, А’), MW34 х>А° в, НЗ (3.2.8) № 
` (3.2.10) 949 


D(x) О) Р(х 6. 0,.,(x))| 
+ [1 (x+ 2д. 0,-  (x))| <2e 

故 lim 700) =0, 

用 以 上 类 似 的 方法 ， 由 lim Кх) 及 lim Й?) 存在 
HAR, W44 

lim fE (х)=0 
类 似 可 得 
lim ЛИН (0) еа f (к) =0 

由 于 jimf P(x) 及 limf'*(x) 都 存在 且 有 限 ， 所 以 由 (1》 

得 На fn(x)=0 | 
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ji a 


lili = 

下 面 介绍 一 种 用 导 函 数 的 报 限 确定 函数 在 某 点 的 导数 的 方 
zk, 

例 15 Wfl) Ela, a 十 6) 上 连续 , Ela, a 十 6) 内 可 
导 ， 试 证 若 lim f Сх) 存在 《 有 限 或 无 穷 ) ， 则 

f.Ga)=lim F (z). 

证 34 x€ (a.a+ Ó) н, НАИВ H Es, f # ¿€ (а.х), 

使 得 
10х)—} (а) y 
а =Í (5) 

HT 56 (а, х), ЕЕ ха 0 nf, Е>а+0, Хх Flim f(x) 
存在 ， 故 


lim Г тр (5) = нт f (х) 
x-»a+0 1 E—=2+0 x—2+0. 
m (ана f' (x) 


用 同样 的 方法 可 以 证 明 , i£ OO T (a 一 6，a) 连续 ， 在 
(0—0, a) T+, # lim VO) 存在 ( 有限 或 无 穷 》， 则 
六 Co 一 1im f (x) 
由 此 可 以 看 出 ， 若 凡人 于 [ae 一 6，a 十 6 连续 ， 在 (a 一 5,a) 
Ala, atò) АТФ, Alim (х) 存在 (有限 或 无 穷 ) М 
f(a)=lim f' (x) 
利用 .上述 结 时 ， 可 以 证 明 ， 若 用 Xx) 于 菜 个 区 B| R T+, 
刘 扩 (x) 在 这 个 区 间 内 不 可 能 有 第 一 类 间 断 点 。 就 是 说 ，f' (x) 
于 这 个 区 间 内 或 者 连续 ， 或 者 有 第 二 类 间断 点 。 
FRL, ИХ Г) 的 一 个 间断 点 ， 且 lim ГОА 


хэхо +0 
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ни f (x) 都 存在 有 限 的 极限 ， 则 


X xe -0 
f (x)= lim f (х) 
x——xo 0 
(хо) = инт Jf (x) 
хэ хо + 0 
( 1 ) 若 lim f (x)=lim f O). Др (хо) == f(x). WZ 
x>xo +1 хэ» xo 
Го 不 存在. 与 已 知 条 件 f (x) £ & An 4° я. 
(2 ) 若 lim ii К). ШИ, = хо). 
x xo +0 х>хо-0 
fr(x )=lim ff (x). ВАР (x) k xo 连续 .这 与 假设 Xi =. 
xx 


f (x) 05 838 $ ja 48, 

因此 f(x) 只 能 有 第 二 类 间断 点 . 从 而 可 以 ИХ. З 
lim J'(x)Z lim (х) АТ ,但 limf (x)#limf' (x) 
x xo +0 хә хо 0 хе хо +0 хә» хот 


则 P (xa) 不 存在 。 
一 将 命题 的 证 明 用 柯 西 定 理 更 方便 此 些 ， 比 如 求 极 限 


lim Кх)- Ка) 


了 (х ) н W f(x)— (а) 
lir "5 в(а)' Зе Ж. lim 存在 ， 由 一 一 


g'(x) g(x) — gla) 


= я n Lea 


因此 来 极限 lim МЕ оа 为 未 极限 lim” 


)— ' TO 


8(х)_ 
915 Ë ЈО) = 


х0 


х= 0 
其 中 200)= 6 (0) =0, 6" (0) FE, WEF OFE. 
证 由 于 
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(0) = па Е © O) 
(3.2.11) 
所 以 


lim f(x)—1(0) _ lim К) g(x) 
х0 х — gre x 一 x 


=]im 
< 


由 柯 西 定理 知 
lim B0) =lim an 


YF x P 0 zE) 


x=) 


由 于 当 x 一 0 时 ， 520, Blim C Е, ИРД 


: ГА А 
lm s на E SQ) (3.2.12) 


由 于 


lim IOIO) y (0) (3.2.13) 


所 以 由 式 (3， 2.11) (3.2.12) (3.2.13) 4 F OFE АР (0) 
=+z(0). 

ЖА EFEO (ЖР (x)<0), МОЕ ИЕН 
《或 单调 下 降 ) ”的 结论 来 证 明 命题 ， 这 在 第 一 章 极 限 理论 中 
忆 多 次 用 到 ， 在 微分 理论 中 也 更 是 如 此 ， 现 仅 举 一 例 说 明 。 


例 17 设 1(x) 于 (0， oo) 连续, f(x) 于 (0， +o) H 
ЗЕ, ВР) МИЯ 10) =0. в) 09 (> 0), 4 
ЗЕ в(х) 单 增 。 
证 当 x>0 时 
f(x) _ f(x)—f(0) 
x 


X 一 0 
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ki 


由 拉 格 朗 日 定理 ， 存 在 EE(0，xz)， 俩 
16910) = (5 
H PG 单 增 ， 所 以 
f (£)<]' (x) 
故 
g’ (CO 一 xf GIO 


rai 
x 


РО, 


x 


从 而 g(x) 单 增 ， 


练 习 题 


1. Го) (ao 为 常数 )， 则 1(x) = ax+b， 其 中 1 为 常数 。 

2. ШОР С -о, +0 ) 有 定义 ， 且 满足 对 任意 Bx, yfi, 
О) - у sx-?)2， 试 证 1(0x) 为 常数 。 

3. Г) 在 有 穷 或 无 穷 区 间 I 上 有 界 ， 则 f(x) 在 了 上 一 ВЕ 


4. ЖРО) 在 有 穷 区 间 了 上 有 界 ， 则 f(x) 在 I 上 有 界 。 
75. 0х) 4 (а, +@% ) 上 可 导 ， 且 lmf(x)=0， 则 
lim 一 一 : 1 2 ü 


sero X 


6. 若 Кх) 在 [50， 1] 上 有 三 阶 导 数 ， 且 ， 1(1)=0， 设 FCx> 
= xsf(x)， 则 在 (0，1) 内 至 少 有 一 点 &， 使 F”’(£) = 0, 
т, Г. (а) >》0,' 关 .Ca)《 0， 则 存在 a 的 一 个 邻 域 使 得 在 此 . 


， 邻 域内 人 x) 之 f(a)。 
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8. EIO, bR, fa і) =0, НР. (ау Ру, 
MIOU, b) 内 至 少 有 一 个 堂 点。 

9. 3 fe) 于 Ca， 的 连续， 于 Са, DR, BKO = КЬ), Кх) 
不 恒 为 常数 ， 则 必 存 在 5EE ба, b, EED . 

10. 车 fx) 在 fa, БЕ №, 在 (a, 0 有 二 阶 导数 ， 且 fo) 
=](b)=0, fc)>0， 其 中 oDcp， 刚 至 少 有 一 点 EGE(a， b), ME 
PGO 

11. 试 证 方程 

+ (— П) c 
Yn HAAA ER, Gn SSO KB, 

12. 著 非 线性 函数 x) fE (a, bD 上 连续 ， 在 (a,，b) та, д 

证 存在 Є (а, b), № 


ява) 
С) > рта |. 


13. 设 f(x) 于 ra， 的 连续， 如果 对 Ca, bD 中 任意 BOS Xi ta 
总 有 


1 ( ntx y> TIG) 


别称 fex) 在 Са, bD 上 凸 。 知 总 有 
хх, f(x1)+f(x,) 
1( ° )< 2 


ЧУ Сх) 在 Ca, bD FA. МЕ 
(1) 若 jx)》 T са, b) ЕЖЕ», xà € (a, b3, Їх). 于 x。 
可 导 ， 则 对 任意 的 xE [Ca，2]， 都 有 
КОИХ +f (xo (Xxo) Нем ых у 
(或 (x) 之 f(xo) + Их, C px x > 
《2 ) 设 70) T Ca, b) ЖЕ, Са, Бур, ШУХ) Са, DIEA 
《或 下 凸 ) ВАЕ, Гора, by 单调 下 降 〈 或 单调 上 升 ) 。 
(8) RÍO T Ca, b) 可 导 ， 则 fx) Pea, bD Ef (或 下 凸 ) ， 
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的 充 要 条 件 是 ， HERH, x, Ç (0, b), 总 有 
(xs) Sfx) + i CX) 一 2X1) 
《或 f(x2) бху) + 1 (x (x; ~ XL) ә." 


83.3 洛 毕 达 ( L'Hospital ) 法 则 


基础 理论 
1. 洛 毕 达 法 则 1 
i£ f(x) № g(x) ж a 66 — о ои, +. 


g' (х) %0, lim O 一 A(A 有 限 或 上 ce ) Я] 


(1) 当 limf (x) =lims(x)= 0 时 
. fx) _ ' yo 
lim gx) -A= 如 A> А 
(2) 当 limg(x) 一 ce 时 


fx) _ 
lim (х) = A 


x—a 


2. 洛 毕 达 法 则 2 

Cx) 和 g(x) в М 充 大 时 都 可 导 ， 并且 р(х) 0, 
f (х 
人 


) оо | 
= =А ( ARRA +=) Л] 


(1) #limj(x)=lim g(x) = 0 时 


lim 
Y= 


РО) _ 
lim g(x) А 


x— 


(2) žlim g(x) = оо 
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洛 毕 达 法 则 是 柯 西 定理 的 一 个 重要 应 用 ， 它 提供 了 求 不 定 
型 极限 的 一 种 重要 方法 。 # 3, = $ P 318, Ja E (х) 
А, р(х) В, 4 B AÉ E B= 0 на. АВА, 


B 部 是 过 攻 部 是 无 穷 时 ， 则 了 2 的 极限 就 不 DRE AAE 


амад ння, ана ЕН ФЕТА 
了 这 种 难题 ， 由 于 0.co M. ooog 0" A, о даем 
的 不 定型 都 可 以 化 为 (型 或 已 型 ， 因 此 许多 不 定型 极限 都 可 以 
通过 洛 毕 达 法 则 而 得 以 解决。 

育 时 可 能 遇 到 如 下 问题 。 用 洛 毕 达 法 则 求 不 定型 的 极限 
时 ， 其 极限 表达 式 越 变 越 复 A, MAARA ERE Pt 
Ж imt, жАНА, MA 


х0 
-1, 1 
- 1: ee. z -1/2 
lim 一 1im 2 =lim -和 ;一 
х>0* хэ-0* 1 х—0* x 
PRAA Kik E ik ik n. ДА 

-1/5 en" 1 1/2 
lim € 一 一 1im х? =lim 2—5 
+ 2 一 一 一 一 一 一 一 二 3 

x>0 x х—0* 2х x>0* 2x 


无 沦 用 多 少 次 洛 毕 达 法 则 都 不 能 确定 其 极限 ， 此 时 可 采用 如 下 
方法 ， 将 分 子 的 倒数 换 到 分 母 上 ,而 将 分 母 的 倒数 接 到 分 子 上 ， 
使 原来 的 [型 接 成 2 型 。 这 样 一 般 问 题 都 可 以 得 到 解决 。 如 上 ， 


面 所 举 的 例子 求法 如 下 ， 


1 1 
Их x PE 
. е x x . 
lim = jim ту “lim p = ~ 
x->0+ X х>0* е x>0* лук ( 2 ) x>0te 
x 
= 0 


在 命题 的 证 明 中 也 经 常 利 用 洛 毕 达 法 则 这 一 有 力 工具 ， 从 
而 使 证 明 过 程 更 加 简单 化 。 例 如 本 章 83.2 例 14(1) 的 证 明 中 ， 
如 果 利 用 洛 毕 达 法 则 ， 则 命题 极 易 得 证 ， 现 证 明 如 下 : 

由 洛 毕 达 法 则 


lim ил G) (3.3.1) 


故 由 式 (3.3.1) 得 
lim f (x)=0 

对 于 利用 洛 毕 达 法 则 求 函 数 的 不 定型 极限 ， 其 方法 都 是 大 
家 热 悉 的 ， 下 面 介 绍 利用 洛 毕 达 法 则 求 数列 极限 的 方法 。 

如 果 数 列 {X,} 具 有 Xs 一 J(n)《 an= AER, I < 
еже И lim f(x)《 或 lim,f(x) ) 可 以 用 洛 
毕 达 法 则 求 出 ， 则 1im f(x)( 或 lim f(x) ) 的 极限 即 为 {xa} 

x— 十 с x>0+ 
的 极限 ， 这 可 由 8 2.1 基 础 理论 4 推导 而 来 。 


例 1 Rlim EA (a>0), 

此 题 已 在 $ 1.1 М1 中 用 数列 极限 的 定义 的 方 法 证 出 ， 这 
里 我 们 采用 洛 毕 达 法 则 很 容易 就 可 以 求 出 其 极限 。 
Inx т oi =0， 所 以 


х“ а 2х — 


м йу ца 
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#2 № lim(n sinl). 


"о 


и А.= (п sint)", 则 


. 1 \ 
sin -一 
In| n 
z) 
InA, =n ln(nsin- )=— n — 
ni 
. Í 
所 以 - sin 
1na -一 一 一 一 


Иті nh,= lim 


to neto 1 
< n? 
l _Ssinx 
. х 
一 1im 5 
х 0 х 
м 
Хх. Xcosx—sin x 
lim 23121 х? 
х—0+ 2х 


=lim x lim x cos x—sin x 
х— 0+ sinx X -0+ 2xš 


x cos x—sin x 


一 1im 2х3 


хэ 0* 
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cos Хх sin X— cos x 


im z 
x 0° 6x 
T —sinx _ 1 
Sum вх 6 
x 0 
z 
1" 1 
lim (n sin) = jim eh An =° 
7-0 n в © 


需要 特别 指出 的 是 : А AMR HIR lim TOS, z 
f (x) 


在 по 存在 的 条 件 下 进行 的 ， ЖЖ А А 


Н Каа, Ишая, Q BAA 


(х) x+cosx 
定型 的 ， 且 
(x—sin xy _ 1 一 cos x 
(x+ cos х)! 1—sin x 


% lim 100% 54, 


хо ]—sin 


ко X Fcos X а peos x 


是 存在 的 。 
= 习 题 
1. 利用 洛 毕 达 法 则 求 下 列 极 限 : 
G> На a> ca) um 18918) (оро), 
x—a =a r+ х* 
1 1 
1-х А я Јах 
`8) х (A) lim (Fare tanx) , 
x=] x—+@ 
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з=. 2 І 工 _ siat 
(5) Hm n*e ; CE iim а" а (а> 0) 
næg ns 
+ 1 
пл " — 5 
i _ 1 
D oim (agr) > m(n- E) 


1 1 
(9> lim n| cos( sin „)- cosz | 


(10) lim ( cott п ) 
2. 设 天 0) = 0, F (x) 在 x=0 ЖАДАЕ, НГО Е 
Elim”? = 1。 


x—0 


83.4 泰勒 (Tayior) 公式 


基础 理论 
1.2 f(x) 在 x 一 xo 点 有 直到 有 十 1 阶 连续 导数 ， 那 么 


јх) = (хо) +7 (x )(x xo) HLE) Came)" 


ж = —x,)"+R,(x) 


ва) ако) 
(ЁФ ЕЁ x 5 x, 之 间 ) 
Je K Н) 在 x 二 x。 点 附近 关 хх ИЖАЖЕЛХ, ` 
也 叫 察 勒 公式 ，R,(x) 叫做 拉 格 天 日 余 项 ， 
2. 若 f(x) &x= x, 点 有 直到 1 阶 连续 导数 ， 则 


В) а) + (о) с кд ео) 
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+e AE ах, J +o(x—x,)" 
3. 五 个 重要 的 泰勒 展开 式 ， 


(1) =] а +. - +о(х"), 
| o Ид nt! 
£ ° —x 


` . — x 
Z, (2) sinx=x— -t Ge / 
ЕЯ | a-1 202*-1 х м4 
Het (=i EL корн), 
р м ТАА 
х? м) ) 
(3) cosx=1—— + (У А 
` nt х 29% 


„М _ — 
есь) a Фока), г") ) ну 


(Q ЧО. 


tep Et Dole), 
WA 


2 (№ д # „(а-и 
O In(1+x)=x— + TY 


ТН н x 

(a nt) 

由 于 在 基础 理论 1 中 令 n=0， 则 得 Ta) 1+3) 
Кх) = (х) +7 (Е (хх) 


Fp 


f(x)—f(x,) 
хх. =f (2) 
四 此 式 就 是 拉 格 并 日 定理 ， 因 此 素 勒 公式 是 拉 格 妆 日 定理 的 失 
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广 ， 从 而 可 以 将 泰勒 展开 式 更 方便 地 运用 到 求 极 限 或 命题 的 证 
ЯР. 


Я 1 求 极限 lim п* (сов — ет1п‘), 
E HENARE 


1 1 
cos =1— 


2 in +з + o( m: ) 


1 1 Ке 1 
~ 1/212 = 1— - z 
e Приз + (=) + (=) 


Í 1 1 
=i 2n? + 8n4 + о (1) 
于 是 сое 12r? =—-— of- 
А n 12124 и} 
故 
lim п*(соз l —е- 1/2n2 ) 
а-о n 


А ü 1 1 
=lim n| ие + о („= )| 


8 
их limnt(Vn+1+/n—I—2n ). 


解 Bz 2; 
— лу 


=m(Vitlit о) 
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斯 以 


s-i 
vj- 
T 
zi 
s 

+ 
= 
+ 
о 
— 


tar 2(-3)(-*) to (==) 
п (татат) 
=и:[ - Z= 
Нап (Ут ити) 
наи) 


Ë: 求 lim e sin ха) А 


& Ня 
e"sin x=[i +a о) 1 + о (x°) | 


°) 


ЕУ 
е*ѕіп х—х(а-х) _ 3 tolx?) 
x? T 


所 以 


所 求 
表达 
部 分 


3 
x 8 
— +o(x 
e"sinx—x(1+x) =lim —3 ( ) 
2-0 xŠ pe xš 3 


lim [еее мег. 


和 e+ < 


| 1 

=lim |, Ge +o (= )|= 6 
通过 以 上 四 例 可 以 看 出 利用 泰勒 公式 求 极限 的 方法 ， 先 将 
的 极限 表达 式 化 成 “0.。 оо” ИХ, Ям RARD 
式 用 泰勒 公式 在 X 一 0 点 展开 ,一 直 展 开 到 不 低 于 无 穷 大 量 
的 阶 数 ， 然 后 再 整理 化 简 即 可 极其 容易 地 求 出 所 要 求 的 极 
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在 命题 的 证 明 中 利用 泰勒 公式 ， 其 方法 也 和 求 析 限时 情形 
类 似 ， 将 所 需要 的 六 数 展 成 车 干 项 ， 再 经 过 四 则 运算 将 式 子 化 
疝 ， 通 过 求 极限 或 其 它 手 段 达 到 证 明 命题 的 目的 。 


#5 设 f(x) 具有 二 阶 连续 导数 ， 且 f(0)=0， 车 


(x) pa x=0 
as 299. х0 


则 g(x) 具有 一 阶 连续 导数 。 
证 显然 ， 当 x 闪 0 时 ，g(x) 具 有 一 阶 连 续 导 煞 ， 且 
ren Xf (x)—f(x) 
g (x) =—— 
下 面 证 明 g (x) 在 x 二 0 点 存在 且 连 续 ， 
| 109 (о 
_—* Xx _ 


g(x)—g(0) 
由 于 一 一 = = 
a = С 
f(x)=f(0)+xf’ (0) +0" (Вх) (0<0<1) 
所 以 
Коха (0x) | 
50х)—2(0) 2 lay 
о) 
HHJ” (2) 8936 SPE 31 
lim OED im T (0x)=-y1” (0) (3.4.2) 


BelO EE, He’ (0)= 507 (0) 
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由 于 хов 
g (x)= 
АС Од (05) (09-76) 
| x 


E 0) 00). 
х z 


РФР (0). _ L E2 — xf (0) 
x xš 


而 lim LOEO. (о) 
由 式 (3.4.1) B (3.4.2) 81 

(=! РЕ (о) 
因此 


limeg' (0) 77 (0) — +f (0)= УФ =e (0) 
故 8 Ех == 0 也 连续 。 
例 6 。 设 1(x) 潢 足 条 件 ，1imf(x)=c(c 有 限 )， 及 
limf” (x)= 0 , 试 证 limf (х) 5 0 及 lim и (к) 0. 
证 由 泰勒 公式 
+) у (++ IE) 


(х<&<х+1) (3.4.3) 
fx 一 1) 10) N 0) (D 
(x— 1<7<х) (3.4.4) 


由 式 (3.4.3) 及 (3.4.4) 得 
1 Cx) =f(x+ 1) +IG—1)—2fG)—- F (O+ (n 
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i 
і 


POHD =A) 07 Q) Tm 
由 于 当 xop, £o B поо, BE 
ia slimfit 706—0) 
2300) 90000) ++] 
=c+c—2c= 0 


um (=li 001) 600—0) 


1 А 1 i 
FG) тЇ © 
' 


1 
= ° — с = 0 


例 7 f(x) E (a,b) LEE, 在 (a,b) 内 有 二 阶 导数 ， 
试 证 存在 cE€ (a,b) ， 使 


ro) -2 (В) += (о). 
E 由 泰勒 公式 得 
ate + Ра г atp ) 


b— 
+ 十 мер (250) 


а) = (STP )- =a p (ato. 
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ty Ere) (<< + у 


两 式 相 加 并 移 项 得 


109-20-29 уса) 


=F ENE y CO" 


ЖЕ) = E), ИЗ с =F ER c=, NU 
roa E) 9) 


EFENA E), BREED E), M 
пеар, 
由 达 布 定理 ， 存 在 cE (#8,，5,)， 使 得 
с) UEH E) 
7 o=) = 290 ноз 
HE BIA) 于 (a,b) 有 二 阶 导数 ， 且 f(a)=17(b)= 
0 ， 则 存在 cE (a,b), Ж 
WC) > ат ИК. 
证 法 一 ”由 泰勒 公式 得 


e 156. 


= (a + 226) 


=f (a) + b—a -他 


(a) + 2 


ие с.) 


_(b— — 


= (а) +5 =j” (c ,) 


(E(t) 


пет 705 


1 _(b— D и 
>=> + (c) 


两 式 相 减 并 移 项 得 
ое (о: = аў) 
所 以 
Ре ++ WCD Sym В) Ка | 


不 妨 设 (©, S |" (с), Ф с=с, М 


MOP >- 6) – 7/09) 
证 法 二 ”由 柯 西 定 理 得 


(o 0805) (Qa 


= 


EES x 


= Dy ( a<, <11>) 


НБ Н Г (а) =0 得 
ГЕ) РС) (a) = (e ) 
Ea Ea) 2 7! 


(а<с, <É) 
(Fo 1 
故 CC (c,) (3.4.5) 
2 
同 理 ,存在 61€ (T5 ) 及 cs€ (84，b)， 使 得 
(FO pepi 
й Ke my 206-0 0 (c) (3.4.6) 
` 2 
由 式 (3.4.5) 减 (3.4.6) 得 
Оа) ) f(s)) 
4 


不 妨 设 eD 22 P (e), Sesc, Й] 
РС > -Tp ду 1706) Ка) 
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下 面 介绍 一 种 很 有 意思 的 证 明 方法 ， 如 果 f(x) YF (ео, 
+оо) 无 穷 次 可 微 ， 为 了 证 明 f(x)==0 ， 将 fx) 在 x 一 0 点 展 
Ж, ЖЕНЕ ДЖЕК, AKA fH(0) 一 0 ， 则 Ко 的 展 
开 式 中 只 有 其 余 项 可 能 非 替 ， 但 由 k 的 任意 性 ， 令 коо 可 得 
余 项 的 极限 为 索 ， 从 而 证 得 f(x) 二 0 。 


MI RIE, +оо) ти M, Н 
жЕ. 

(1 ) 存 在 L>0, .使 得 对 于 所 有 的 x€ (оо, +оо) ЕЖ 
的 正 整数 n， 有 E) <L: 

(2)1(-2-)= о (Cn=12…)。 
WE 了 (x ) 一 0 . 

证 先 用 归纳 法 证 明 ， 对 任何 非 负 整数 ， 都 存 在 数列 
ао}, Elime =0 B fr(x.py=0(n=1,2,=.), 

显然 当 k=0 时 ， 只 要 取 %, =- (n=lL2,=), 
则 结论 成 立 ， | 

候 设 k=m 时 结论 成 立 ， 即 存在 x.” 0(n—ee), H 

fx)=0  (n=1,2,=). 
由 拉 格 朗 日 定理 , 存在 xu 位 于 x, x ZM, 


使) 
М +1 


由 于 limx. ”一 0， 所 以 limx "tY? =0, A № М кет 1 р 
论 也 成 立 , 从 而 对 任何 非 仙 整数 K FERI Eime” 
=0, B fy(x,%)=0 0 (一 1,2…)。 
由 于 PPO) 连续 ， 因 此 
900) =limf (х) = 0 (к=0,1,2, +) 
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从 而 对 任意 的 XE (— co, +оо), ESINEN 
EOL = WOJE бо) 0а 
1%*1(0х) а 
т) У | 


| _ Jt (0x)5 ры 
= аж 和 «ог К 


(ке 0 <0<1) 
上 式 对 任意 非 负 整数 上 都 成 立 ， 令 К 一 co 得 
f(x )= 0 

ВС jf (x) 二 0， 

在 §3.2 例 14 中 ,我 们 曾 证 得 “ '# lim к) lim РЕС) 
都 存在 且 有 限 ， 则 

lim Р (w)=limff'(x)=-.=lim f*'(x)=0" 的 +, Х 
证 明 方法 是 比较 复杂 的 。 这 里 我 们 利用 泰勒 公式 及 代数 学 中 的 
解 线性 方程 组 的 方法 ， 可 以 比较 容易 地 证 得 上 述 结 论 ， 


例 10 设 limf(*x) M lim FP) 都 存在 且 有 限 ， 则 
limf =на р’ (0) lim J%'(0=0, 

证 首先 证 明 limf* (x)=0， 

Вне) тано, ЖЗИ o>0， 则 存在 xo>>0， 当 


> хо 时 COD 
ВЦ о) о) 000) (к) 
>F Ox) (其 中 EE (х,а) 
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lim Ре 

同样， 由 1im jos-5(x) 一 十 c 可 得 lim J 2 00= +e, 
故道 推 可 得 limf(x) = 十 =， 这 与 limf(x) 存在 且 有 限 相 也 
М, ИН lim 790) =0, | 

下 面 证 明 limf (a)=lim О) -нал фо 

НАЯ 


ÍO + 1) = fed + J” (x) + 


lev 
T (x) + 


... _— 1! _ (=i Я 4 99) 
++ от! (ху. + я! (21) 


2 
К+ 2) = fix) + 2f Cx) + ar eo + 


2t- 


2t 
е На) (t (Ë, 
+ = + 217} f (x) + ЕТ Í CE) 
ту? 
ъ= f(x + (k— 1 GO + E D? jx) + 
k= 91 . k- 
+ 1) 


НН LCE, x+ (i=1,2,"，hk~1))。 
因为 imf(x) 存在 且 limf) =0, EAEN е1 48 等 式 
两 边 分 别 取 极限 得 


1 от 
, + — ри ... ЕЕ) = 
um fy ии w] 0 
lim [ооо + "+. вт jan (х) É 0 
+2 8-1! z | 
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-1y 
lim [«- DC ED! prexy+ 
Sto 21 


40- 0 
故 
г MAOLE 十 тугі") =а(х) 
д 0+ о, 


поо ово оос адево цоо оо ововааеь оо. 


(k—1)f (x) + а), (х)+ 


(к— 1) (DN 
十 十 t" (х) аъ. (x) 
R Ф lima, (х) =lim a, (2) =---=lima,- (z) =0. 
令 


1 ... 1 
21 (К - 1)! 
23 24-1 
2 (k- D1 
А = | 
к-т KD (Ее 
21 (k-1)1 
| f(x) а(х) 
ЄЗ! as (X) 
Х= Г В= B 
| КЕ) | la 
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则 АХ=В 
由 代数 学 中 的 知识 知道 ， 矩 阵 А 所 对 应 的 行 列 式 А 0, 
所 以 А7, 存在 ， 故 7 


f X=A”B 
HTH х 一 十 oo 时 
P | 
B | ° 
loj 
u [91 
0 | 0 
所 以 А-іВ- ‚ BH | . 
о Lo 
故 lim ј' = Ша. [(х)= += lm ft- V(x)=0 
练 习 题 
1. 求 下 列 极限 ， 


in(1 + 去 ) 
1) lim 


s — s: $ 
(1+3 


(9) Нити Ма - "t/a ) a> 
ú — 


(8) lm (n +8 - 5/16 n) r 


x +ü—“x 一 
(4) im 72-4420» 
хо 


° 163. 


(5) lim fe- atn E 2) 


ro 


1 А 
“6 ) lim x 一 下 


1 
(7) lim I($- etan z) 


x) X 


(8) lim 一 一 ° ` 
2. 设 f(x) 在 x=xo 点 附近 有 连续 的 二 阶 导数 ， 则 


im + Kžo 0) -Jr(xo) 
hæ 


8, i f(x fE Га, bJ 上 足够 多 次 可 导 ， 则 存在 <， 使 得 
Ко = + bo (9+) + азау 


Жфо<2<Ь, 


4. воз W О оао fx) 


п 


х + X, +. + xn 
> + ) 


等 号 仅 在 xf = x, = = x, 时 成 立 。 


у +X, +. m 
5. 试 证 1+ — — р х Xx . 四 ° "X, 


其 中 X13 Xog X, > 0 


6. EPOR х= 0 的 附近 连续 ， 求 


ffx) + a) 1 \ 
(1) im | ES -( ха y]: 


(2) lim (ха) (х) + f”'(a)]- 2f(x) + 2f(a) 
ха (х ~ a)? 


(3 (а)540) 
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54.1 定 积分 的 定义 及 可 积 的 充 要 条 件 


基础 理论 

1. 设 f(x) T (a,b) ТЖ, Ж la, b) DAT: 
a=x,<x,<---<x,=b, 4 Ax =X Xp- (k=1,2,.,n), 
А= тах Ах, 4ER E C (x... X J, Ч: 


1<1%"1 


$, ICE) Ах 


如 果 当 4 一 0 时 ， 这 种 和 有 极限 ， 且 此 极限 不 依 靖 于 6 的 先 
择 ， 也 不 依赖 于 对 {a ，b5 1 的 分 划 ， 就 称 此 极限 为 (x) 在 
(a, b) 上 的 定 积分 。 

如 果 了 (xX) 在 (a，0) 的 定 积 分 存在 ,和 I)E 
(a，b) 可 积 。 

定 积 分 的 定义 用 “8 一 8” 的 说 法 表述 如 下 ， 

设 了 (x) 于 (a，b]】 有 界 ， Ü ll £ b 定数 I, 使 得 对 
于 任 圳 给 定 的 e> 0, 存在 до, š (а, b) БЕЛА 
Я À<8 =, Хи Є (х, х), 者 有 


| > FCE) Ах, —1 < 


则 称 f(x)+ (a, b) T£, IA (Хх) (a, b) 
上 的 定 积 分 。 记 为 


[годах 


2. ERAR (х) т (а, Б) TRALARA, 
对 任意 给 定 的 6 汪 >0， 存 在 В>О, ЧТ (а, в Ев 
任意 分 划 了 了 ， 只 要 4 之 6， 则 有 


> Or Ax, <ë 


其 中 o,=sup (1707) 0): хо, ХЕ (xs. n. Xal, Ж 
为 f(x) 在 (хь, х) ИЖ, 
3. ЖТА (а, ЪЪ) 6-05), $ 
M,=supíÍ(x); x€ xri, хь)} 
minf {f(x): XE (Xr Xp} 
分 别称 у М, Ах,, > m, Ах, Я f(x) 在 分 划 人 下 的 大 和 与 


kat 


小 和 ， 分 别 记 为 S(T) Я кт). 分 别称 inf{tS(T)、 sup(s(T)) 


IIO Elab) 上 的 上 、 下 积分 ， 分 Я] waf бх 及 
[ лода», 
在 (a，b) 上 的 有 界 济 数 j (x) 可 积 的 充 要 条 件 是 ， 


сда | еда» 
其 共同 值 即 为 f (x) 在 [a，b】) 上 的 定 积分 
4. [a ，b】 上 的 连续 西数 是 可 积 的 ， 
5. (а, 6] 上 只 有 有 限 个 间断 点 的 有 界 画 数 是 可 积 的 ， 
6. (а, b) 上 的 单调 有 界 函 数 是 可 积 的 . 
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ja t ib (xX) 在 [a，b】 上 只 有 有 限 个 间断 点 ， 
或 f(x) 在 [a，b)】 上 单调 有 有 办， М (Xx) 是 可 积 的 ,但 
对 于 在 (a，b】 上 有 无 穷 多 个 间断 点 的 非 单调 的 有 界 函 教 末 
必 就 不 可 积 。 比 如 (QQG，b] 上 有 有 界 函数 f(x) 的 间断 点 只 
有 限 个 聚 点 ， 则 f(x ) 一 定 在 (Ga，b] 上 可 积 。 如 果 了 (x ) 
的 间断 点 的 聚 点 仍 是 无 穷 多 个 ， 了 (x ) 也 可 能 可 积 ТЯ 
据 以 上 提 到 的 两 种 情况 分 别 讨论 其 证 明 方 法 。 

1(х) Т (а, Ъ) ЖЖ, ХААНАА 有 有 限 个 的 
情况 : 

设 | (x) 全 M。 为 了 论述 方便 ,不 妨 设 f(x) 的 间断 
点 只 有 一 个 聚 点 ， 至 于 多 于 一 个 聚 点 的 情况 其 证 明 方法 类 似 ， 
还 假设 聚 点 即 为 a ACERA b 点 时 证 明 方 法 类 似 。 当 聚 点 
c š& a<c<b 时 ， 只 要 分 别 证 明了 于 (X) 于 [GaG，c)] 及 
(c, b) 都 可 积 ， 则 知 (х) (a, b) Т4, B Rx 
聚 点 为 a 并 不 失 一 般 性 ) 。 

对 于 任意 给 定 的 e2>>20, а= а м 。 由 于 
f(x) 于 (al，b)] 只 有 有 限 个 间断 点 ， 故 f(x) Ta, b) 
可 积 ， 因 此 存在 д> 0, #88 Aå, 时 


У.о Ax,<—— 


4 Ə=mix(à,, и). & (a, b) 上 作 分 划 ， 


a=x, LX <+ <x,=b 
REALO, ERLE ki (1<k Kn), E xri <a KX 


则 > 0 Ax, <2M(a1—at ss)+ > о; Лх, 


191 еко +1 
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<+ Уо, Am 


得 到 了 (x) 左 (a，b). 上 的 可 积 性 . 


例 1 ЖЕ ro- ва ( т) xs 0 
0 х= 0 
于 (0，1 1] 可 积 。 , 
证 显然 |f(x) <1, B x=0, 1, 1/2, =, 1/в, 
为 f Сх) МИ, 对 于 任意 给 定 的 e > 0 ， 取 充分 大 的 正 
整数 N， <. 由 于 (x) 于 [二 1 | 中 只 有 
=min( Ц М 
N 个 间断 点 ， 取 6= М М ИЕ я 
(0, 1) 作 分 划 T. 


当 4<6 时 ， овехт, (< <n), 4 


1 
N+ NTI, < м 
出 于 


> Og Ax; = > O, Ax; + > OE Ax, 


k=ko+1 
ko ко 
№ о, д2. У Ax, 
k=1 k=1 
1 е ё $ 
S2: NS? T =Y : 
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n f 
而 Уу a Axs 中 最 多 只 有 2N МНЕ, НИ, 
k=ko+1 
n € 5 
У) 9, Аж, <2 6. NKAN: SN 7 
` k=ky+1 
Ут, Ах, С е 
іт 1 
# (х) (0, 1) ЯЖ. 
J (x) 在 [a，b】 上 间断 点 的 聚 点 有 无 穷 多 个 的 情况 ， 
在 一 般 情 况 下 ，f(x ) 的 可 积 性 不 能 得 以 保证 ， 但 如 果 
对 于 任意 给 定 的 220, ВХ oe (o, Їх) x 点 的 报 幅 ) 
的 点 只 有 有 限 多 个 ， 则 f(x)+T(a, Р) тж, FRL, i 
f(x) (а, b) Форе 的 点 有 N 个 ,对 于 (a, b) 上 
住 意 一 个 分 划 ， 只 要 取 44 充 分 小 ， 则 使 之 E (o, 2 К») Ф 
(xas Xa) F 59383) 所 对 应 的 小 区 间 (x,.,, x,) 的 个 数 必 


不 大 于 2 人 个 , 将 E okrAxs 分 成 两 部 分 ， 一 部 分 为 使 
t=: 


<e 的 部 分 ， 记 为 хо, Ах, 另 一 部 分 为 使 орге 的 部 分 ， 


、 a КА E 
记 为 D'Or Ах,. 若 设 | Ах) <M, 5 Ау 时 ， 
Ea А,хь<2М x” Ax; SK 2M. 2NA <E, 而 Lo, Ax ,<e(b—a) » 


因此 可 证 得 f(x) Pla, b) 的 可 积 性 。 


1 
例 2 试 证 вод" x= (m, n EWR) 
о x 为 无 理 煞 


在 (0，1) 上 可 积 ， 且 积分 为 0 。 
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证 显然 O<R(x)<1, 对 于 任意 给 定 的 e>0, 取 
充分 大 的 正 整 数 N， ине. 由 $2.2 例 1 的 


证 明知 ,使 R(x ) 之 一 一 的 点 只 有 有 限 个 , 设 为 m 个 ， 取 


ò= m MECO, 1) 上 的 任 一 分 划 工 ， 
0=x;<x < <x,=1 
K (Ximi, х) 中 任 取 一 点 Š (k=1,2,--,n), 当 4<6 时 


| 
> В(Е,) Ах, 


= У RC) Ax, 


| t=1 


= D'RE) Ax,+ DrR(E) Ax, 


其 中 D RE) лат Уу RE) Ax, h E REDS 


k=l 


对 应 的 所 有 项 之 和 ， D'RE) лхо D RE) Ax, 中 使 


k= 1 


R(&)<—— 所 对 应 的 所 有 项 之 和 。 
>’ 中 最 多 只 有 2m 项 ， 所 以 
2 RED Ax,< 32” Ax, «отд = 全 


k 


и 
x > "В (Ек) Ах < > Ax, 
k . 


У В (2,) Ах, 


е1 


ё ё 
<т+з= e 
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从 而 R(x) 于 [0.1) 可 积 ， 且 
| Roadx= 0 


利用 基础 理论 2 不 仅 可 以 证 明 函 数 f(x) TE 间 Cab) 
的 可 积 性 ， 而 且 还 经 常 利用 基础 理论 2 的 否定 命题 证 明 孙 数 
的 不 可 积 性 。 其 方法 如 下 ， 先 找 出 一 适当 的 R keD, AE 
明 对 任意 的 实数 ó> 0, AAB (a, 6b】 上 的 一 个 分 划 工 ,使 
#T 的 直径 4 迟 6， 但 满足 不 等 式 


> о, Ах, >=, 


£ 


这 就 证 明了 函数 f(x) т (a, р) f T£, 


1 x 为 无 理 数 
з k f(x)= 
1-1 x 为 有 理 数 
WE f (x) 于 (0，1) 不 可 积 。 
证 Resi, 对 任 一 实数 8>0， 在 (0，1) 上 作 分 划 
T. 0 一 Xo<xi<…<<x。. 一 1， 使 得 工 的 直径 4<6。 由 有 理 数 
及 无 理 数 的 稠密 性 可 知 ， 对 正 整数 K (1<<k<n), (x,- xi 内 
必 有 有 理 数 及 无 理 数 ， 因 此 os 一 2， 故 


> ©, Ax,= 2 У Ax,=2>e, 

这 就 证 明了 f(x) T (0. 1) 上 的 不 可 积 性 。 
由 例 3 Tak, fx) = 1, # |f(x)' +T (0,1) 
是 可 积 的 。 这 说 明 函 数 fx) Pla, DORTE, RRE 
lf (x) Fla, ЖТЖ, жй (хх 

(a, b) Тж, f(x)+T (a, b) жетж, 


TF m $ É 3 СЖЖ. АП, # f (x) 于 
(А. В, ф(х) та, b), 且 当 XE[la, b) 
15, АЗ?(х)<в, NE j (9(x)) 是 (a, bj 上 
изжил, к (Фф (x) (а, ъ) тя, BR, 3 
(х) Т(А, В) тж, Ф (х) Ғ (с, тя, K 3 
хЄ(а, b)i}, А<9Ф(х)<в, ZG 1($Ф(х)) 于 
(a, b) TRHA? 答案 是 否定 的 。 例 如 

0 xs O 
rw- 
1 x=0 
0 X 为 无 理 数 


及 x= (m, n ZJ) 


则 fx) 于 (0,1) 可 积 ，9(x) 于 [0,1) 可 积 , 且 0 ф(х), # 

1 X 为 无 理 数 

1(9(x))= 

0 X 为 有 理 数 
可 以 证 明 了 (9(x)) 于 (0，1)] 不 可 积 。 如 果 将 上 述 条 件 再 
внеш, (ху 的 可 积 性 改 为 f(x) 于 区 间 (A，B) 连 
续 ， 则 可 以 证 得 了 (D(x)) 于 (a，b)] 可 积 T 5 9454 
将 对 此 给 出 证 明 。 


例 4 W f(x) (A, В) Ж, ф(х) (а, b) 
可 积 ， 且 当 x €(a, ь) н, АЗФ(х)<в, 则 了 (2(x)) 
Fla, b) Я. 

证 由 于 f(x) 于 (4A，B) 连续 ， 记 以 一 致 连续 ， 故 对 
任意 给 定 的 20, FE 0>0, Щх’, х' € (A, В), В |х — 
х"| <S BJ f(x’ )—f(x”) < 

因为 P(x) 于 [a，b) 可 积 , ТИБО, ЖЕ 
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(a, b) ERES SRT, RE л<л, М 
(P) Ax, Ld e 
将 Хо» ($) Axs 分 成 两 部 分 ， 第 一 部 分 为 Eo CP) Axs 中 使 
OSS 的 各 项 之 和 ， 记 为 rox(p) Ax, 第 二 部 分 为 
Fo, (@) Axis 中 使 os(P)<6 的 各 项 之 和 ， 记 为 Zo, (@) Ах,, WJ 
д >' A x, < > о (Ф) Ax, < > 0109) Ах, ве 


所 以 L’ AX; <e 

因为 1 (x) 于 {A，B) 连续 ， 所 以 有 界 ， 设 1705) 
<M. M о,(9)281}, o,(/(9))<2M ， 当 ox(2)<6 时 ， 
wi(f(9))<e, 所 以 

| T (4$) Ax, 


= > | wf 9)) Ax, + > "olf CP) Ax, 


<2M > | Ах, te L ” Ах, 
<2м. 2+ (6—а) е" 
一 (2M 十 DB 一 0)8 
从 而 了 (2(x)) 于 (a，b5) 可 积 。 
下 面 我 们 再 建立 两 个 函数 可 积 的 充 要 条 件 ， 以 便 以 后 证 明 
命题 时 使 用 。 


915 ШУ) Ра, b)#3, MJ f(x) T (a,b) ` 
可 积 的 充 要 条 件 是 ， 对 任意 给 定 的 еро 与 oO>0， 存 在 
5>0, 当 )<6 时 ， 对 应 于 orzze 的 那些 区 间 长 度 之 和 
x Ax,<o, 
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证 必要 性 
由 于 f (x) 于 [a，b) 可 积 ， 所 以 对 任意 给 定 的 2 之 0 
Kc>0, 存在 6>0，,， 使 得 当 < ó 时 
У о, Ах, < ёс 
设 Хо, Ах, 中 使 or 的 各 项 之 和 为 2 о, Ax, 
由 于 
>à Wi A x,Z > ‘о, Axe > “Ах, 


> 7 NX, <o 


所 以 
充分 性 
W (х) Ғ (а, ъ) ж [7 (х) SM. 对 任意 给 定 
й е>о0, АТ Р.Н o, Лх, RR Хо, Аль h #ë 


@ь > 36a 一 的 各 项 之 和 ， 用 Za, Ax, 表示 Zo, Ax, 中 使 
ot< 一 50 的 各 项 之 和 ， 由 已 知 条 件 ， 存 在 5 之 0， 当 


AAT 满足 4 < 3 时 ， 使 
, 
Хмм 
所 以 > ©, Ах, = > “os Ах, + У! "о, Ах, 
n t k 
ГА e Д 
<2M > АЖ > Ах, 
& e 
< Мм T G= a) 


= e 
ВШ (х) Р (a, bE. 
例 6 w (ХТ (а, b)# F, MJ f (x) 于 
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(a,b) 可 积 的 充 要 条 件 是 ， 对 任意 给 定 的 之 0 ， 存 在 一 个 分 
划 T， 使 得 在 这 个 分 划 下 满足 。 
У о, Ах, <ë, 
证 ”必要 性 显然 ， 下 面 证 充分 性 。 
设 对 于 任意 给 定 的 e>0， 存 在 分 划 T。， 使 得 在 分 划 T ,下 


即 > о, АХ, < 
S(Ta)— (T) <2 


所 以 
| даха 50) ST) (Т) е 
<sup{s(T)} +e =f f(x)dxt+e 
由 的 任意 性 得 


f TCDdxs| f(x)dx 
另 一 方面 ， 显 然 有 | 
[тоза | oax 
所 以 


[тода ода» 
故 f 了 (x) 于 (aa，b] 可 积 。 
= 习 W 
10 x 为 无 理 数 
ро) - { 


“1 x 为 有 理 数 
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ME D(x) 于 任何 郊区 和 间 上 不 可 积 。 
2. 设 = 
1 1 
o] x -上 х% 0 
0 x= 0 
ME 100 于 (0, 12 可 积 。 
3. ЖИ) 于 (a, b) 可 积 , 则 对 任意 给 定 的 2>0, 存在 连续 函数 
g(x), 使 
| Ск) – во ax<e。 


4. В jx) T Са, b) 可 积 ， 则 对 任意 给 定 的 e 盖 0， 必 存在 820, 
W (а, b i) Са, bJ, Нь, -а; < 时 
'rbi 
| f(x)dx 


a 

5. IOF са, b) HÍ, шк 和 Cx) x€ Са, b)y2>0, МЕ 
1/16) F Са, 可 积 。 

6. Гбх) 在 Ce，b] 有 界 ， 如 果 对 于 任意 的 biE а, by, КОР 
Са, b; 可 积 ， 试 证 f(x) 于 Ca, bD 可 积 。 

7. W fO) 在 Ca, bD EW R, # g《x) 在 Ca, bD 上 仅 有 有 限 个 
点 与 JC) WERA, AE g) 在 Со, DENT, H 


... -pi 


| fcodx= | g(x)dx, 
.° 


<г. 


$4.2， 定 积分 的 性 质 


基础 理论 | 
1. # f(x), 8(Х)ЖА (а, b) ETR, Мс Кх), 
(хх) & (хх) жж. (а, b) ETR, L 


Тело) ах =c| f(x)dx 
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[uo водах = [годах | a GOax 
2. i a<c<b, м (хх) (а, b) ТЖ 的 充 要 
条 件 是 了 (x) 在 [a，c) 及 [c，b】 上 都 可 积 。 ŽL 
[одак (Оа аа | Toex 


з. 2 (х) (а, b) TR, М |f(x)| & (a ,b) 
LETH, E 


[repa <| Gol ax 
4， 设 f(x) 和 8 (Хх) ЖА (a, b) ТЯ, Ян f(x) 
<8(х), М 
[лода водах 


5. (х) а(х) ж (a, b) ETR, Р(х) 
.в(х)уд (а, b) ku, T#., | 
6. № 1(х) д (a, b) ETH, я 


F()= [| (dt 


я (а, 有 ] 上 的 连续 函数 。 
# 于 (x) 在 (Qa，b] 中 的 点 X 处 连续 ， 则 f(x) 在 x 
S T$, R 
F'(x)= f(x) 
т. Я Р(х) А (а, b)i& 32, F(x)Z f(x) 
` — жа, Я 


[reoax=F0)—F(O 
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8. ж f(x)#ë (a, b) ЕЖЖ, а x=Q0(t)#£ 
(a, В жт, Фф(ї1) 2 Ula, b), ЖА 
| Ф(а)=а Ф(В)=ь | 


: re ‘pp 
则 lioa ид (bdt 


9. # J(x)& (а, b)š#BE, g(x=)& (a, b) kE 
连续 可 微 ， 则 对 (x) 在 (a， 了 b】 上 的 住 一 原 沪 数 P(Xx)， 


# [оваа "две ая 


=Е(х)в(х) 


DOOL 


由 定 积分 的 定义 知 ， 如 果 了 (2X%) 在 (aa，b] 可 积 ， 则 对 
(а, Б) 给 以 特殊 的 分 划 ， 上 比如 分 成 hn 等 份 ， 在 每 个 小 区 间 
上 也 可 以 对 上 给 以 特殊 的 取 法 ， 比 如 取 р-н, 
RA 


人 oax=lim D E Ах 


t=1 


b— a 
Slim i 26) 
t=1 
显然 等 式 右 痛 是 一 个 数列 的 极限 ， 因 此 用 这 一 结论 ， 我 们 可 以 
利用 定 积分 的 值 而 求 出 对 应 的 数列 的 极限 值 。 


мт k lim и (n+1 (n+ 2 (2n) . 


` e 118 ° 


м ”因为 
" (п) nt2)- (2n) 


n 


Мо) 


所 以 
. "Z (и 1) (и +2): (2а) 
lim n 
LY (1+ 
=lim e "1 ( ) ` 
timy (1+ 
k=1 у 
| In(1+x)dx 
= e? 
Iri n 
而 | iaG+adz=ln4-1 ; 
故 
lim м tn DG 2) 02а) = 614-1 + 
8-0 е 
R —+— 277 
例 2 ЖП. 
= ПТ 1 п F n ++ ñ 


Ë 首先 证 明 对 任意 的 正 整数 m， 


аа. 
ВЯ x>0 Bi 


都 有 


[2 一 (1 十 xln2)] =2*|n 2 一 In2> 0 


历 以 2 — (1х 1n.2) 于 ( 0 ， 十 oo) 严 格 单调 上 升 ， 而 x= 0 时 


2" — (1х п 2)= 0 
М х> О 2*— (1-х 1: 2)>0, BH 


21-х In 2 


НОЕ ЕЛЕ, п 有 
орф 一 一 -2 
| 1⁄8 2/% п/я 
下 面 求 极限 lim -一 二 -2 十 .… 十 2 
ra В + 1 ntd n 1. . 
2 
\ 
因为 
21" 92/* g” 
n + 1 s +L 
2 n 
| 91/7 92/* 9%/% 
а аж 1+ 
\ 
хе" 
n < 1] I 
k=1 1+ 
1 +122 
ШИН 222 В, 1а 2> -一 一 "所 以 一 一 一 > 1， 故 
1 +. 


| Кп 
* 180. 


In2 


> 2-0% ， ов" 


1 
Аи” 


те (Tl, $ 


| 
м. 
| 
| 
| 
| 


elie 


利用 积分 的 有 关 性 质 ， 可 以 证 明 许 多 有 用 的 不 等 式 ， 现 举 
几 例 说 明 ， 
#3 设 f 了 (x) 于 (a，b]) ж, Н f(a)= 
(5)=0, 试 证 max СӘ 2 ра), V ax, 
证 设 M 一 mmax J Go .由 于 
О) = И(х)— f(a)| = Ш (Е, («—а) <SM(x—a) 
ЖЕ, € (а, х) 


Ух = 100) — (6) = (ë,)| (b—x)<M(b—x) 
其 中 &, € (x,b) 


于 是 r]. lf (Cx)| dx 


= (е иод atf, Gl dx) 
< Mo) a| MO- x) dx) 


2 


4 (6—а)? (6—а)? 
= (> M+ M) 


例 4， 设 了 (x) 在 (a，b) 有 连续 导数 ， 且 0 <f (х) 
及 f(a) = 0 ， 试 证 


(ЕС dx). > а зах. 
ë arhi де) [че 
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о) aG 


НГ (х)>0, f a)= 0, ЖЫщх ран, f(x )> 
0, 又 

F’ (t= AfA x )dx):J(t )—-(J( t ))°=G(t)J(t ) 

G'(t)=2(t)—2/(t1)F (t )=2/(t)( 1 —f (t)) 
ЩхЕ (а, bh, ї (х) 20, 0<f (x)< 1, WUA 
t€ (а, С’ (1)2>20 ,从 而 G(t) 单 调 上 升 ,由 于 G(a)= 0, 
Янщазеьм, 6(:)> о“, АМ 

F'(t)=G(t)-f(t)>0 
HFF(a)=0, KF(t)>0, Bh 
(| годах) >| E) ax 

特别 地 ， 当 t=b 时 有 


ЕК 
例 5 СИРЕ (бопнагг) ЖЕНУ те (х) ЖЕ (а, b) 
上 可 积 ， 试 证 | | 
(год ax) <| аах е KHOL 
证 法 一 ”利用 车 f(x) 于 Ca，b) 可 积 ， 则 
frossa D (94-а) са. 
(> ab) <( 5 a (Ee) 


因为 f(x ) 及 g(x ) 于 (a ，65) 可 积 ， MAE) а(х) ж 
(a ，b) 可 积 ， 故 


及 不 等 式 
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证 法 二 


所 以 


(rosos) 
=lim | > TCE) 8С) 2-е ] 


k= 1 


<ia [Ere ие. 229] 


k=1 k=1 


-ia 也 f (£,) p-a ] 


па ә 2] 
= [годах . J soax 
其 中 да, 


因为 对 任 一 常数 上 有 
ака )) 0 


COET ONE 


! 


=m | Pax + ION 


十 | свх 0 


因此 上 面 关于 + 的 二 次 三 项 式 不 可 能 有 不 同 的 实 根 ， 故 ， 
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(2 |ва) дах [едак о 


wm (вах) дах. |да 


利用 许 拟 兹 不 等 代 ， 还 可 得 到 许多 不 同类 型 的 不 等 式 ， 现 
以 例 6， 例 7 说 明 许 瓦 兹 不 等 式 的 用 法 。 l 


例 6 《闵可夫 斯 Æ (Minkowski) 不 等 式 】 设 1(x)， 
(ха, b) ян, W 


осоне) |" 


< аула [сор | 
证 因为 

r (f(x)-Fg(x))°dx 

=G (x) а(х) (f(x) + g(x)) dx 


= [ло (f(x) аб) ак f’ в(х) (f(x)+g(x)) dx 
又 由 许 瓦 兹 不 等 式 得 
[ооо CGC) +в )ах 


«овоча [Eata T 


~ gC) Gx) +a) dx 
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所 以 


从 而 


«Ц вода] [Гасочводуак | 
[Г абочводу*ая 


1/2 


«асч? [асов T 


+[ водах" А Ге вод)" 
=[f (Ох) + g(x)) dx T 


асо [J ee] °) 


со +в) а J 


«оса + веда |° 


ЯТ BRIC Elab) 上 连续 可 微 ， |f(x)| 的 最 大 值 为 


‚ НКа=о, МЕ 


ме) (0 848, 
证 因为 由 许 丽 兹 不 等 式 ， 对 任意 的 xE (а, БЕ 


(иону (ео м) 


<| ras. [лев 
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KAOTER 


= а) 07 dx 
而 


(fr Cat) Оо 0а) О) 
所 以 
Ро) <) | С О) ах 
上 面 不 等 式 对 一 切 xE (a, b) 成 立 ， 所 以 
пахі? (9); АЄ (а, b) Фа) GQ” 60) ах 
Bp | 
ма) [07 б) ax 
同 数 列 “ 两 头 天 定理 ”的 思想 类 似 , 要 证 Hllimf(x )= А 
(f(x) 可 能 含有 积分 或 微分 符号 )， 只 要 能 证 明 limf (x) A 
及 limj(x ) 之 和 同时 成 立即 可 。 在 证 明 过 程 中 可 以 将 所 X ) i£ 
当 放 大 或 缩小 ， 使 放大 或 缩小 量 始 终 保持 是 一 个 无 穷 小 量 。 
в WELA. bgt, WE 
tim (| GOl ?dx) = max EO. 


证 因为 (x) 在 (a ， БЕ, MUEL € (a, b), 
使 
Ук =maz УС 


BC =M， 下 面 分 两 种 情形 证 明 。 


*，187， . 


(1) 当 M= 0 时， 显然 命 题 成 立 。 
(2) 当 M> оњ, BA 


(|, Є] пау < raz)” 
=M(b—a)12—M (роо) азр 


另 一 方面 ， 出 于 Сх) 连续 ， Ca) 二 M， 所 以 对 任意 
AER e> 0 G$ e <M), д> 0 , 4 x€ (x, — ó ,x +9) 
Яхє(а, в) 

(x) >M- e 
FC, х д)ССа, b), W 
5 1⁄P x, +ó 17? 
(Ë EGO a) >([ сога) 
>(M—:)ô!"—=M—e (р- +оо) (4.2.2) 
#13%(4.2.1) (4.2.2) 9, #f#p.2>0, ， 使 当 p>>po 时 


м-2е<((' РО dx)" <м+е 


则 | | (| Со) 'dx))!”— м <22 
á tim (f; ӘР") =M= max GDI | 


Я 设 1(x) 在 (0 ， 十 ce) 上 单调 增加 ， 对 于 任何 了 > 
0, Их ) 在 (0 ，T) 上 可 积 ， 试 证 lim f(x )= c 的 充 要 条 件 
Ш `` 
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1 ТХ 
是 „lim x [оса е. 


证 必要 性 
因为 limf(x )= c ， 所 以 对 任意 给 定 的 = > 9 ， 存 在 
xb 0 ， 使 得 当 x >x Bl 
c— e <J(x)< c+ ë 


ma Hiroa ове Ков 
0 0 Хо 


1 r, о 1 p% 
<| re ataj съда 


Xo 
x 


=- 革 yoa+ete(- ) 
一 6 十 8 (х +оо) 


108 >+] а | -at 
Xo 


- 划 Koarte (1 ==) 
— c — e ( x — +оо) | 


故 存在 хоз, ММ x > x, hj 


с— 2e< |" dt<c+ 28 


х| О-о <= 
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因此 
lim ,| f(t)dt= c 
充分 性 
因为 lim_ 去 | f(t)dt=c， 所 以 对 任意 给 定 的 2> 0， 存 在 “ 
0 ， 使 得 当 x > AR 
| | Ка 
由 于 f(x) 单 调 增 加 ， 因 此 
ый дао) „| Кое 


< (4.2.3) 


(4.2.4) 
Ш х>2А 时， 由 式 (4.2.3) 得 


| zS fdt~e 


- (| 7ге J- Oat- ) 
| |. 
| 


1 42 | 
<2 去 人 Коа 


| 
1 (= | 
х), fGydt—c | 


<L2e+ e= 3E 
оне 


l 


| raya —c)- (| ба -c ) 
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< оао h 


<<28 十 2 一 32 
因此 


ЕАМ f(t)dt— °| 


. 1 (2 
lim 一 
РЕ" 


к J(tydt= c 


На „Ланс 
从 而 由 式 (4.2.4) limf (x)= c 


910 设 1(x) 及 g(x ) 都 是 以 了 为 周期 的 连续 函数 
证 : 


， 试 
tim f f(x)g(nx)dx= т). f(x)dx. Ñ g(x)dx | 
在 6 之 0 


证 “显然 上 ( x ) 一 致 连续 ， 故 对 于 任意 给 定 的 e>0 
， 当 |x 一 >| 之 6 时 


， 存 
f(x)—f(9) < a 


取 充 分 大 的 正 整 数 N， 使 得 和 > 和 时，T/p< д 
[ x< — y| <T/n 时 有 


Hï 
Wf(x)—f( <е 
因为 ` 


(4.2.5) 


{fe (no) dx = y |. - 本 


.J(x)g(nx)dx 


".1 +i 


- 5 |1, 


“(E T )a(n) dx 


+ > [ро (т 


вех dx 


+ 191 。 


人 


=nx, 


(tr) 
= У 1 (т ) воо) 4х 


则 


{ЕЕ Г 


N g(nx)dx -可 g(t)dt 


由 于 g(x) 以 T 为 周期 ， 故 


所 以 


° 192. 


орт 


g(t)dt = [бд 


#+1 
r 1 rr 
Г, Go dx= x]. g(x)dx 


un D 2008) одан 
TAM r (Er )в(идах 
=lim > (аал (т). oa 


= | fC) dx [водах 
Хип ми, H=K(4.2,5)48 
f: Tro- i (Er ) lea 


«2 t-t (ёт) 


г Etir 
<e | p lgx) dx 
+ 


„квт 


= вое 


ЕТ 


· |g(nx); ах 


= Од da 


ttir 


| > f Е (х) (туре 


0 


| 
<E EE kGoldax=e| ecolax 
从 而 ü 

us P|. Deo: (твое о 
所 以 E 


lim (f(x)eCnx)ax= p| tod | edax 
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PRAE h ай, ИР) = | Крах T &a 
й, BF (x ) 一 万 x )。 这 一 结论 将 微分 与 积分 之 间 建 立 起 了 
密切 的 联系 。 利 用 这 一 联系 可 以 将 关于 积分 的 命题 证 明 利用 向 
分 理论 而 得 以 证 明 。 兵 之 也 可 以 将 关于 微分 的 命题 证 明 通 过 积 

分 的 性 质 而 得 以 论证 。 


例 11 EIFC, 十 ce) 连续 可 微 ， 并 且 满 足下 列 条 
件 : 
(1) (х) <c/x( c 为 大 于 霍 的 常数 ) ,对 于 一 
хЄ(0, +оо); 
C2) | WOO deo (R>+) 
试 证 limf(x ) 一 0 。 
证 假设 limf( x ) 一 0 不 成 立 ， 则 存在 so> 0 ， 使 得 对 于 
任意 的 4A>> 0, fffEx>A ， 使 Fo) 28, 。 由 于 


、 = E] 
lim y Их) dx=0, И же, = о 
存在 Ro 之 0， 当 RR>Ro 时 
| FO dx<e, (4.2.6) 


оК, ВАН Heo) Se, (ЖАО р, 
х. >x, H4 x€ (хо, xX!) 时 ,由 


то) ra 
хо 


得 УСО > xl 一 | ola 


Xo 
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>G.) -[ аа 
>G [а 


хо 


> Ик би -хь) 


f(x) > 7 
| 


= Ио Ge) = + 


因此 
зг] 009 а О) dx 


XiT 
Xi 


en 
> > 


zài -aF TEJ ) 


е ( 2c )= 
> 2 l 2с+ e, 21 


这 与 式 (4.2.6 ) F, 故 lim f(x )= 0, 


例 12 设 f(x) 于 (一 co， 十 co ) 二 次 连续 可 微 ，|f(x 
<M, HEE- Mx, E (fxo)): 十 (fj (к) 1 十 M*， 斌 
证 存在 &, 使 (Б) РС) = 0 ， 

证 因为 (f(x0)): 十 (f(x6)):> HM, Их <M, 
所 以 Ги ЕМС Ри 
Р (x,)> LRF (x0) 过 一 1. 

要 证 明 存在 £， 使 1(#) 十 J"(5)=0， 由 f(x ) 及 f(x) 的 
连续 性 知 ， 只 要 证 明 存在 x"，x**， 使 f(x*) 十 j*(x*) 之 0 及 
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Їх") (хб) о ВН, Н БЕРЕТЕ ХМ 
V, 

假设 对 任意 的 x*， 和 恒 有 f(x ) 十 J”(x )> 0 或 恒 有 f(x ) 十 
f(<)<0, WEF (> 1! ， 且 对 任意 的 x, 和 恒 有 f(x ) 十 
(х) 0 , 则 可 以 证 明 ， 当 x 这 xo 时 ,F(x) 之 1。 事实 上 ， 
EFEX >>xo ,使 六 (xz )<1,@x,=infíx;f@ <, Нх>хь}, 
ШР (x ) 的 连续 性 及 f’ (> 1 知 ， 存在 6 0， 使 得 当 
x Elx, xot 9), Г(х)> т, Wx ,2x + ó, H 23 
Xa < x <x, Bf 

fr(x)2>1 ( 4.2.7) 
В fx) 十 f(x )р> 0, МЫ 
(f(x,))* (х,))* 


= осоо ни dx 


+ (Сх) (кь) 
>G E (x0) :>1 TM (4.2.8) 
м, 所 以 由 式 (4.2.8 ) 得 (f (=> 1, 
故 
Р(х.) > 1 
НН, (4.2.7) 得 
f (х,)> 1 
由 于 ff (ER, MUEEN 0, 4 x € (x, , x,+n) 时 ， 
jx )> 1， 而 这 与 Z* 的 定义 矛盾 ， 从 而 当 x >x, Fx) 
-> 1 必定 成 立 。 
由 拉 格 朗 日 定理 ， 当 x >rt, FE ECx, x), 使 
0х) (хо) = (8)X( x —x,)22x —xo 
从 而 limf(x ) 一 十 ce， 这 与 (x) «МАИ, КВН Г (x6) 
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>11}, МЕЖАХ, BEGf(x)+P'(x)> 0 是 不 可 能 的。 

间 理 可 证 МТ (xo)>>1 时 ,对 任意 的 x， 恒 有 
Кх) +7 (0х) < 0, щу (х) <- 1 时 ， 对 任意 的 x ， 和 恒 有 
бх) (х )> 0 及 当 f (x) <- 1 时 ， 对 任意 的 x , H 有 
f(x )+f"(x )< 0 都 是 不 可 能 的 。 f 

故 必 存 在 x* 和 x*”， EIEE S>, Bit 
F(x") 0. АШНКх )+f' (x ) 的 连续 性 知 ， 存 在 &， 使 
К+ С) = 0, 

下 面 例 13 我 们 证 明 在 积分 的 命题 证 明 中 经 常用 到 的 一 个 


例 15 Ка) Ф (а, b) 可 积 ， f(x) 之 0, 试 证 
人 fx da= 0 的 充 要 条 件 是 f(x) 在 (a ，5 ) 的 一 切 连续 点 有 


1(x)= 0. 

Е 必要 性 

Вх) ТЕ хоб (а, b), (8 Кх,)* 0, 
由 f(x) 之 0 知 必 有 f(xo)>> 0， 因 此 存在 6 > 0 ， 使 得 当 


xE(xs 一 6，xo+s)n0o，b 时 ， fG0O>71G) 
不 妨 设 (x,，xo 十 6 )ECe b), W 
b Ги | +ó 8 
[оода тода у> о 


这 与 f(x )dx= 0, Сх ) 在 (a ，b ) 的 一 切 连 续 点 者 
有 f(x )= 0. . 
充分 性 
首先 证 明 ， 如 果 1 x ) 于 ( a ，b ) 可 积 ， 则 f(x ) 的 连续 点 
(а, Боя. 
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假设 Са, БОЖЕ НИ, MU # Z: 
(a, PISCA, b), 8а, ПНЖК, н 
$ 2.2 例 6 知 ， 对 任意 的 xE (а, 6), ЖНо,> 0 ， 且 对 任意 
0820, o,( ó )>o,. 

由 于 对 任意 的 3 > 0 ， 都 有 {(? --S, 7+2): 
yE (a ,0)]} 覆 盖 [a B), BARBERENA, WEARI 


区 间 仍 覆盖 Ca，B). 设 这 有 限 个 开 区 间 为 (y 9, 7+2), 


(yi e, Oa S, nt), 
并 设 y1 Ly Leyn, & 
e, =шіп(Фу, Фу, `" , Oya? 

取 xo 二 2， ху ( k= 1, 2, +, ПТ), 
x,= В, Ща =x,<x,<--<x,= 8, (а, В) Еш 
х], ВА = пах{ Ax <s, fB 

У о, Ax, >e, (8 ~a) 


由 8 的 任意 性 知 ， 扩 x) 于 (a ,B) 不 可 积 ， 这 与 1% ) 于 [a,b) 
可 积 矛 盾 。 故 1( x ) 的 连续 点 于 ( a, b)AbAF38, 
由 于 f(x ) 于 (a ，b J 可 积 ， 所 以 


ax=lim УС) Ax, 
Ба, ха АУС ЕН, ПЕН 0， 放 
> KER) Ах, = 0 
因此 [1х )dx= 0 。 
Я 13 Аж, № (х)т(а, в) я, RIC) 
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0 (K&J(x)<0 ), 但 J&x) 去 0, 则 必 有 
[оса о < АР аж о ) (4.2.9) 
ЖА БУЕ ТЕ m 14, 15, 16215 4 41, 


0314 ICF, л), В 
K x )sin xdx=[ "f(x )cos х dx= 
试 证 在 ( 0., ) 内 至少 存在 两 点 a。，P, #3 а) =КВ) 
== 0. 
证 FECE J= f(x)sin хах (о<:<л), 
则 F(t) 于 (0， Я) 连续 , 3 (0, туте, BF (0) 
=F(r)= 一 0。 所 以 由 罗 尔 定理 ， 存 在 CE(0，)， 使 
F'(a)= 0 
由 于 F(t )=f( t )sint, 所 以 1(&)sinG=0 ,X. щаЕ (0,z), 
所 以 sin a= 0, Ж 
Ка)=о0 
下 面 证 明 又 有 PB E(0. л), В+а, 使 KB)=0。 
Вх) (о, пятка, Ш/Х) 于 
(0, a)K(a, z ) 两 个 区 间 内 符号 必 相 反 ， 否 则 不 可 能 
有 | f(x )sin xdx= 0. 而 sin(x 一 a) 在 (0,， a ) 及 (cz) 
”内 旺 然 符号 也 相反 ， 故 f(x )sin( x 一 a ) 于 这 两 个 区 间 内 竹 
号 相间 。 又 f(x)sin(x 一 & ) 于 (0，x) 连续 ， 因 此 由 式 


(4.2.9) 9 [Isin a(x—a)dx= 0 (4.2.10) 
另 一 方面 ， 由 于 


оз х а= cos x dx 一 0 
所 以 
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[поча (ауа [769 Сейв x cos a~ cos x sin adx 


= соза f(x)sin хіх sina| 709) сов хіх 
= 0 
жыз (4.2.10) Ти, МШСХ) ТСО, т) наг, 
Ян «В. 


915 设 f(x ) 于 (a ，b ) 连 续 ， 且 对 于 一 切 不 大 于 正 整 
смео, | xf x )dx= 0 ， 试 证 1x) 在 (a.b) 
内 至 少 有 N 十 ! 个 零点 。 

证 ”如果 f(x)= 0 ， 则 结论 显然 成 立 。 

如 果 f(x ) 去 0， 则 可 以 证 明 ， 至 少 存在 N 十 1 个 点 xl， 
х:, **, Ху. Е (a, b), Xx XX 使 得 1( x ) 在 
x(k=1, 2, =, N+ 1 ) 的 左 ， 右 邻 域内 符号 相反 . T 
实 上 ， 假 设 这 样 的 点 只 有 m 个 ，m 二 N， 不 妨 设 xE(a，, х,) 
ар, (х)>0, хЕ(х,, xih, fx) 区 0 , ЖИЖЖ. 
令 р(х ) 一 (xi 一 x) (xs 一 X) (a X ) 

则 当 x € (a, в), f€ x)p(x)20, Bf(z)p(x)= 0, 
于 是 由 fx )p(x ) 的 连续 性 及 式 (4.2.9 ) 得 


| Kx)pCx)dx> 0 (4:2.11) 


另 一 方面 ， 由 于 p(x ) жх тка, Н m=< N , М 
以 由 题 设 条 件 得 


人 FoOptoax= 0 


这 与 式 44.2.11 ) 矛盾， 因此 至 少 存在 N 十 【个 点 xi Xa, 
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e, Iy BT (a, b) ERICE x(k=1, 2, +, 
N+ 1 ) 的 左右 邻 域内 符号 相反 。， 故 由 f(x) 的 连续 性 知 

f(x) = 0 (k=1, 2, =, М!) 
于 是 f(x) 在 ( a,b ) 内 至 少 有 N 十 1 个 零点 ， 

O 例 16 设 1( x) 于 (a ，b J 连续 ， 且 对 任意 的 非 负 整数 1 ， 
fei )dx= о, 试 证 在 (a，bj 上 f(x)=0， | 
证 由 于 对 任意 的 非 负 整 数 n， 都 有 | .xf( )dx 一 0 ， 

所 以 对 任意 的 多 项 式 p( x )， 必 有 
родах o 
由 多 项 式 逼近 定理 知 ， 对 于 任意 给 定 的 e > 0 ， 存 在 多 项 
式 p(%)， 使 得 对 于 所 有 的 xE€ (a，b), 有 
f(x)—p(x)<e 
由 于 f(x ) 于 (a ，5 ) 连 绪 ， 所 以 存在 M>> 0 ， 使 得 对 一 
PxECa, b), ЖЖ CX )|<M, W 


[одак [ав [| fp dx 
= IOU- a) dx 


«| GO и) p) dx 
<M(b—a)e 


Мн e 的 任意 性 得 [dx= о 


НФ (х) Р Со, р) 3626, АН (4.2.9) 7° (х)=о, 
Am f(x)= 0. 
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$ 习 题 
1. 用 定 积分 求 下 列 极限 : 


| 1 Lorea t) 
C1) lim паі п ии p’ 


: 1 2 R— 1 
(2) lim nè + 12 ++ n2 ) 


(8) li ( + Poteet n ) 
а И +12 n?o? nè +n? J 


. 1 1 2 
(A) lim (yJ К, 1+5 


(6) lm р (20 
nyo t i 
(6) Hm “ni Ц 
2-ю n ç 


2. ВНК) Г -а, а]0а>0 ЕФ, RE: 
(1) 车 f(x) 是 侦 函 数 ， 则 
| tooss af" fx) dxs; 
-a 0 
《2 ) 若 1(x) 是 奇 函数 ， 则 


a 


„Горах = 0. 
3. ВКХ 是 在 《一 om，+ ww ) 定义 的 以 了 为 局 期 的 连续 函数 
WWE SiT foda = [Tids 《a 为 任意 实数 ) 。 
4。 ÚW f(x) 在 Ca，b 上 可 积 ， 试 证 
lim јај) sinnxdr= 0 Шт јә coshxdr = 0. 
| 5. #10) T Са, 28] 可 积 Коро, 7 0)йх> 0， 试 证 存 
ЖИК Са, JS Са, 63, .使 得 当 x€ (o, 8] 时 fx о. 
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6. 求 下 列 极限 ， 


(1) lim х 
x—+ 0 | e2t2dt 
0 
[costat 
(2) lim x e 
7. BIOH C O, +0) КЕЛЕКЕ, ЕЯ 
Or 
в 
кое 


在 x> 0 时 是 单 增 的 。 
8. ВЕ lim | * sin'xdx= о, 
f -» 00 0 
9. ВКО 于 [ 0，1) 上 单调 减少 ， 试 证 对 于 任何 4€ 《0，1)? 


a 1 
af fcoaz>e | (ах. 
0 o 


J 


-a 
10. ЕЛ) 是 (0，1 》 中 的 连续 函数 ，w x fx) 是 (0，1) 
中 的 有 界 函 数 ， 对 〈《0，1 1) 中 一 切 x， 定 义 


во) |, oar 
1/2 
试 证 8(x) ЛЕ СО, 1) 中 一 致 连续 。 La 
11. 设 ФТ Са, +9) 一 致 连续 ， роз = | aya, 
若 lim FG) 存在 ， 则 lim f(x)= 0。 
12. бх) 为 《0， r° ) 内 单调 递减 的 连续 函数 50020, 
# а= У) у) |"1едах 


tel 


提示 ， тоова fa <+ дать 
a J0 


WTE lim а, 存在 , 
54.5 积分 中 值 定 理 


基础 理论 

1. -pirg 

ж Кх), вх) Т Са, БЖЖ ТА, р(х) 不 变 号 ， 
则 存在 实数 и Саг {IIH зар (f(x), 使 得 


лодводах= в | во) dx 


特别 地 
(1) #J(x)+q(a, Ба, МЕАЕЕ(а, b), 
使 得 


KOOT КО |" водах 


(2) ЖК») F(a, b), в(х)=1, ИАА 
EECa, b), 使 得 


[осв сь — а) 


2, 第 二 中 值 定理 
fx), g(xX) 于 (a，b) 有 和 界 可 积 ，g(%) 单调 м 
BECCO, b), R 


[адво ах=вба+о) [одах 


talb—0)| f(x)dx 
特别 地 


. 204, 


(1) Pg) АЖ, ДЕА 56(а. b), № 


[ sGsG0ax=s(a+0) [годах 

(2) р(х) ÆA. МАДЕС(а, b) RA 
[ова (6—0) (fx) ax 

在 第 一 中 值 定理 中 f(x ) 连续 的 条 件 下 ， 实 际 上 我 们 可 以 


得 到 免 好 的 结论 ， 就 是 说 ， 定 理 中 所 得 到 的 5E (a , b) т 
为 EE(a，b)， 下 面 的 例 1 给 出 其 证 明 ， 


例 1 IDEC, b) Е, вх) (а, b) 
ERES, НЕ (а, b) 上 可 积 ， 则 存在 5E(a b), 使 


EOLO OCOL 


证 Ж a(x)> 0, М ебх de 20. BI f(x) 
2 (а, Б) 连续 ， 所 以 存在 x:，xaE(a，b],， 使 
Кх,)=т, f(x.)=M ， 其 中 四 和 M 分 别 为 所 x ) 在 
(a, b) 上 的 最 小 值 和 最 大 值 。 : 
由 于 g(x ) 之 0 МЫ 
mg( x <Í x )z(x )<Ма(х ) 


故 m [вах < Овоо) а mf edx 
(4.3.1) 


(1) ыса от, M 
т {бах м g(x)dx= 0 
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пшн (4.3.1) 得 
Глодвсдах= 0 

因此 对 任意 的 ECa，5b) ,都 有 
[оова |" водах 


(2) 当 [ g(x)dx> o 时， 由 式 (4.3.D 得 


EOLO dx 
mL- 


EOL 
# 
[лов дах 
т < 一 一 
B(x) dx 
则 
{faax 


<J(x,) 


dx 


f(x) < П 
人 .ee 


由 于 (x) Са. БЕ, ИНАЧЕ, PE EFA, 
之 间 ， 使 
ово) 
до 
{водах 
5p 


[бовсдая= Ка) (водах 
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хз 


由 于 5 天 x;，x，， 因 此 5 属于 以 xj， x; 为 端点 的 开 区 间 内， 
故 5E( 4a，b )， 因 此 命题 结论 成 立 。 


车 
WORO 
s — = M=1G) 
{вадах 


(4.3.2) 
Mx Ela, b)i, RER =x, WE 
10) вх Jdx= К x Jel x )dx 

因此 命题 结论 也 成 立 。 

8 当 xa=a 或 xs=b 时 ， 可 以 证 明 必 存 在 5EE(a，b ) ， 
СЧ) = м, FRE, ВЕ хЄ(а, b), 都 有 f(x) 
`. SM, ЖЕЛАЮ e> 0, жа + е<ь — e, SMH 
< КЖ] ж(ате, b—e) 上 的 最 大 值 ， 则 M*"<M， 所 以 


ХА: 
ооа 


A =Í o g(x) овоа a | f(x)ax 
Qu SE, 
i м}, одам" |" ‘водах M| в)» 
<м| g(x)dx 

a 

EOLO 

Fecas 

这 与 式 (4.3.2 ) PA. ИЕ 56 (а, b), IOS 
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м. М 
|в) в |" водах 
同 理 可 证 ， 当 
[водах 
| | God l 
BF, WA £C (а,Ь), 
вов) [водах 
НЕНИ, Lus ЕЯ. 


特别 地 ， 当 g(x) 三 1 时 ， 则 有 如 下 的 第 一 中 值 定 理 ， k 
Кх) т (a, b)##, ЯДА ЕЕ (а, b) 使 кт. 


Е 
[оода 30) 6-а) "i WA ; 

° nk 
акла Кх) дайлан, чачына: “， 

理 直 接 证 明 第 一 中 值 定理 成 立 也 是 十 分 容易 的 。 Я: 


| 


в) [50а (a<x<b) 证 全 


я 
Е(а)=0 — F(b)= | f(x)dx у 

Тя) Ф (а. Б) 连续 ， 所 以 F(x) 于 (a，b) 连续 ， 
于 (a,b) 可 导 ， RE(x)=J(x), афинян, # 
&š€(a, b), № 

| iGO4s=FG)—F(a)=F' (8) (b—0) =) Фа) 
于 是 命题 得 证 。 

AŽ, ЖАЙА (к) 于 (a，b 连续 的 条 件 下 ， A 
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们 又 可 以 通过 第 一 中 值 定 理 来 证 明 拉 格 朗 日 定理 成 立 . 事实 
上 ， 因 为 J/(x) 于 (a，b) 连续 ， 所 以 由 第 一 中 值 定理 知 ， 
FEEC, b), № 


[бахе Oa) 


男 一 方面 由 于 [и одах) о) 


所 以 
F) — fla) =f (£)(b—a) 
gp | КОИ =f (£) 


于 是 拉 格 朗 日 定理 得 证 。 

通过 上 面 的 证 明 可 以 看 出 ， 第 一 中 值 定理 与 拉 格 天 日 定理 
《或 罗 尔 定理 ) 之 间 存 在 着 密切 的 联系 。 正 因为 如 此 ， 许 多 命 
题 的 证 明 既 可 以 用 积分 中 值 定理 来 证 明 ， 又 可 以 用 拉 格 关上 日 定 
理 或 罗 尔 定理 来 证 明 。 下 面 观察 几 个 例子 。 


例 2 Хх) (a, b) FÆR, x C (a, b), W 
证 


ПХ +1 


ss 


证 法 一 对 积分 |” (Фак pan ež, 
пхо 


f (z )ax=1Gx). 


HX. +1 


则 J. (Žž Basa f f(Ddt 
AARDE EE [es stah 使 
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Хо+1/В 
| Oare) 1 


Хо 


|= 


所 以 
‚„ПХо + 1 


| (С) а=. КЕ, - ==, 


因为 lim (ког) аа, ИР а, о, МНС НЕ 续 性 


„ихо +1 


得 imf — f(T)ax=limfGD=1G) 
R пх, n -+0 
证 法 二 、 取 充分 大 的 x， 使 x*, 十 上 <b， 令 


Р(х)= |”. (а (па<х%пЬ) 


м 
„ПХо +1 ,x 
(ае Рпл, +1) F(nze) 
由 拉 格 朗 日 定理 知 ,存在 5,€ (их, их, +1), AFE 
~ F(nx, +1)—F(nx,)= Е (&,) =Х(- 2) 


HF f(x) Ж, П паха, ИРИ 


Ихо+і 


lim | 
dr 
Rxo 


015 、 设 实数 a,，a,，…，a, 满足 条 件 


Lo gp 0а... G, = 
1 0 


вера) 
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试 证 as taxta’ Heta = 0 至 少 有 一 个 实 根 。 
证 法 一 设 1(x) 一 as 十 olX 十 Gax 7 十 … 十 Gax ， 


М а, 
则 J rcoax= s: + ++ 0 


故 由 第 一 中 值 定理 ， 存 在 EE (0 1), WA 
1(8)=| .fx)dx= 0 
因此 f(x ) ЗВ E. 


а,х +! 


证 法 二 设 ФУ ит 


kwo 


= = 20 a ... а, = . 

则 fC(0)=0, 1)= 一 + 二 -+ 于 0 从 而 

由 罗 尔 定理 ， 存 在 EE(0，1 ), 使 得 J (5) = 0, В 
а + а,&+а, На, = 0 


故 ao 十 aix 十 asx* 十 … 十 ax = 0 有 实 根 。 


94 设 Kx) 于 (0，1) 可 导 ， 且 当 xE(0，1) 时 ， 
Гм, WE 


p Kad- -Li | <. 
证 法 一 因为 


firir- ky (E) 
"ре (|= 
«х, 


t=1 n 


1i (5) dx 
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XHT/G@)T(0, 1) TẸ, w 当 xe [下 k 
格 郎 日 定理 知 ， 存 在 如 E(x，--)， 使 


rœ- t (E) = 


了 f(x)dx— У 


ra| £- 


从 而 


证 法 二 因为 
| teaax= У Года 
由 第 一 中 值 定理 ， 存 在 с, e (Sal. к) 使 
[подава .元 
所 以 | Г а y) а) 


又 由 拉 格 朗 日 定理， 存在 m6 (¿,, Z). 使 
jew- (5) - Р (т) Ee <" 
故 = 
KOPO] 
t=1 
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zie- (£ o 


> 


有 些 命题 的 证 明 不 仅 可 以 用 积分 中 值 定理 及 拉 格 朗 日 定 
理 ， 还 可 以 由 所 给 出 的 条 件 用 其 它 方 法 进行 证 明 。 


例 5 RIELA, ь) 连续 ， 且 对 任何 区 间 Са, В) 
(а<а<в<ь) 成 立 不 等 式 

лозах | «мв CM, 8 为 正 的 党 数 ) 
МЕ Са, в) E, 7000. 

шж ИЖЕ. b), ео (1,2, D, 
line,= 0 H xte, <b (n=1, 2. =). W 


„-® 


f” poale 
由 第 一 中 值 定理 ， 存 在 x.E (x，x 十 2.)， 使 
位” reaax=1G) те, 


因此 f(x,) «Мех 
从 而 lim f(x,)= 0 


п. 


HF e 0 (n >00), 所 以 lim x, =x, 故 由 f(x) 的 连续 性 得 
(хуа Қх,)= 0 
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ТЕ (а, b) ЕО = 0 ,再 由 f(x) 在 x= b 点 的 连续 性 
得 f(b) 二 0， 从 而 在 ta ,b ] 上 ，f(x) 一 0 。 
证 法 二 令 = 
P= IOa (a << <b) 
则 对 任意 的 xE Са, b), Вж Ax 使 x 十 Axela, b), 有 


IFECx+ Ax) FG] - WO dt <" | Ax] 1+8 


所 以 


вож №) 2 <w Ax]? (4.3.3) 


由 于 f(x) 于 {a,b ) 连 续 ， 所 以 由 拉 格 朗 日 定理 , 存在 皇位 于 
x, x+ Ax 之 间 ， 使 : 


Et Аку в) = P (Е) = (M (4.3.4) 


由 式 (4.3.3) № (4.3.4) 得 
РС) <M Ax ` 
因为 fx) 连续 ， 且 当 Ax— 0 时 ， 上 一 x ， 所 以 
limi (E= 0х) 
从 而 由 不 等 式 С) «МАМ ё, & Ax 一 0 得 
УСО = 0 
ВОЕ (а, b) Е ў(х)= 0, 
证 法 三 ” 《用 反 证 法 ) 
假设 存在 x。E(a,b), 使 1(x。)*0, ЖИ Кх,)> 
0, 由 f(x) 在 x。 НИЖНЕМ, ЖИ 0, Ш ХЕ (а, 6), 
В jx 一 xz <n 时 


1 (x)>— Í (xd) 
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因此 对 任意 给 定 的 620 GE e<n), ЖА (хоё. х) S 
(a, b), MW 


f. tenax > + Ив 


又 由 已 知 条 件 


«Ме *° 


WEOE 
x, -E 


所 以 у(х.) <2Me° 
故 由 的 任意 性 得 f(x。) 二 0， 这 与 f(x。)>> 0 的 假设 矛盾 ， 于 
是 当 xE [a,b) 时, /(х)= 0. 

最 后 再 举 一 个 在 证 明 过 程 中 多 次 用 到 前 面 已 得 出 的 结论 的 
例子 。 


BE BIE), g 都 在 (a,b) 连续, fx) RENE, 
BSMD 0 (MAER). Фа.=| Ия дах (n=1 


…)， 试 证 Lim Ее = шахУ(х) ° 
证 显然 和 已 知 条 件 知 @& > 0 (и=1,2,...), ИЯ 


= ооо “вах | 


[оба “вби + СОО "водах | 
由 许 瓦 兹 不 等 式 得 


2 


[оо ED CC "веди зах] 
<| UG водах {GO "водах 
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=d,+ 10,1 


所 以 а. u (= = u 1 >1 

故 数列 аа LHJ, 
ds Газма | 
роте) dx | 


fF tel Gol “водах 
С. 
НЕЕ, Е CE (а, b), № 
Рух Gol *sGO4x= OL [° G) "водах 
所 以 


а. О IÍ reo eax 


É Ww — 
= FO <max (>) 


(4.3.5) 


на 有 界 。 由 数列 极限 存在 定 理 A, lima f t 
яяв. 

由 于 раба 存在 且 有 限 ， 所 以 由 81.1 例 3 知 ， 
Hayit, H 


darı 
lim 2/4, = іш 427 


a-e 
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由 于 №(х) 3 (а, ь) 连续 ， 记 以 存在 xsE(a,b]， 便 
得 
Col = шах №0) 
НЕВЕ > 0 ( AB e 之 (x,)| ) ， 存 在 дро, 
使 得 当 xEf[a ,bj， 且 xo 一 6 委 x 和 xo 十 6 时 
УС > Их.) — е 
ЖЗИ (x,, х, +0) С(а,ь), АМ 


yu=( зоо "ведая и" ` 
>(J# ” оо “водах ) 


> 5) ([№ водах)" 
因此 
tim VE>lim (Wed (fe вода) ` 
= (xe) 一 | 
由 e 的 任意 性 得 
lim 9/42 f(x), 


-所 以 lim Sets > |f(x.)| (4.3.6) 
另 一 方面 ， 显 然 由 式 (4.3.5) 得 
lim а < 10) (4.3.7) 
HAA. .6) 及 (4. 3.7) 得 
lim = |х.) =max [7(х) 
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1. 试 证 下 列 等 式 ， 


ГЕ 
(1) lim | 
0 


at? ` 
(2) um | А ах- 0 (p>0)。 
2。 设 oo<0<b，jf(x) 在 Ca，b] 连续 ， 试 证 
н еек )dx = zf(0) 
m. a h? +x? x) dx = ° 
1⁄4 


= д h 
руа Í CO dx 


提示 ， lim | 
hr0+ 


a 
p А 
КЕЯ К Ваха 10085 0 


Prev , n 
lim | artar 794х900), 


 k-=0+ 


3. & f(x) Р Ca, b) 连续 ， 试 证 存在 5E (0, 5 
kb – ау 
Есма, 


. k в _ __ _ 
Її) = im ° 


4, BIO T [(a,b J ЖЕ m<f(xy<M, ебх 于 [ap] 可 积 且 
FEF, JC + воо Р Са,ъ зч, ДЕ Щи, mMM, H 


b Fe 
得 | fcoscoax=z1 g(x)dx, 
5. 如 果 在 £4,b] Е f(x) 单 减 且 非 负 ， 而 g(x)》 可 积 ， 则 存在 
f f š 
£€ Са,ь), ж f rcoscoas= ta +O] g(X)dx。 


6。 如 果 在 Ca,b 3 上 f(x) 单 碱 ,而 glx) 可 积 , 则 存在 ЕС Cab), 
. 218. 


他 


t re е, 
| fx)g сх) ах = fla + 0) | g(x)dx + ](b — 0) fear, 
“° a 


84.4 广义 积分 


基础 理论 
1. 设 f(x) 于 (a ,十 co) 有 定义 ， 并 且 对 于 任何 人 > 4， 
f(x) ЖЕ (а, и) LTR, № 


lim| f(x)dx=A (ARR) 
则 称 元 穷 积 分 [2 ”f(x)d x 是 妆 雍 的 ， 并 且 定 义 它 的 值 为 A. 
如 果 Нах) ах 不 存在 ， 则 称 [2“f(x)dx 是 发 散 的 。 
2. 如 果 存 在 c>a, ВЕ хрен 
0 <f(x) <g(x) 


则 (туз jf; °g(x)dx а, fi fldei А, 
(2 ) 当 1"f(x)dx &ЖН, 1° (х) х 发 散 。 
3. 设 当 x 之 a 时 ,f(x) 之 0 ,g(x)>0， 


Rz іт (х) =", Я] 


(1) ж0<0<+ооњ, [¿"fO)dx 与 12"g(x)dx 同 时 
ЖМЖ; 

(2) ж п= 0, ж 2° р(х) ах 收效 , 则 |2“f(x)dx 也 
ka, Æ [2”f(Xx)dx АЖ, ISi р(х) ах 也 发 散 ; 

(3° в п= +оо в, [Z °g(xz)dx Е 0, I f;°f(x)dx 
LRR: 若 [2”J(Xx)dx жж, М [2° Q (x)dx жж. 
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4. Ж [41° И) dx жд, Ша J]2”f(x)dx 为 缀 对 收 纹 的 
无 穷 积 分 。 

如 果 [2° OD] dx ка, М fi fldei. 

5. 无 穷 积 分 [2"f(x)dx 站 歼 的 充 要 条 件 是 :对 任意 给 定 
e>, НЕ Ара, EHu >и > A HF 

І С) ах <e 

6. AAR (Abel) 判别 法 如 果 f(x) & (а, ооу к 
%, g(x) 单调 有 界 ， 则 [;°f(x)s(x)dx ЖЖ, 

т. ERER (Diricnlet) 判别 法 如 Z F(A)= |24J(x)dx 
Я Ж,в(х) 单调 且 当 Xx 一 十 co 时 趋向 于 堆 , 则 of(x)gE(Z)dx 
Ж, 


本 节 我 们 只 对 无 穷 区 间 上 的 广义 积分 进行 讨论 ， 而 对 于 有 
限 区 间 上 的 无 界 涵 数 的 广义 积分 不 再 进行 研究 ， 这 是 由 于 对 于 
ARARIRE EER, WARDAH LR 
分 便 成 为 无 穷 区 间 上 的 广义 积分 。 比 如 fx) & x = ьа, 


考虑 广义 积分 1 和 (xz)dx， 我 们 作 变 换 三 一 一 ， 则 


b +0 1 1 
fax =| t (o +) 
这 样 ， 要 讨论 | 弛 (x)dx 的 效 散 性 ， 只 要 考虑 无 穷 区 间 上 的 积分 
г” 和 了 (b 一 一 一 )dt в жжет. 


UvG-a) Í 


在 定 积 分 中 我 们 知道 ， 如 果 Кх) т (а, bT, м 
овет Jy DF (a tE) 


>> kuml 
对 于 广义 积分 ， 除 [2"j(x)dx ЖА, ВЕК) 33 6 £ 
件 也 有 类 似 的 结论 。 下 面 的 例 1 对 此 加 以 证 明 , 但 是 ， 当 


‚ 220. 


jx) 不 是 单调 函数 时 ， 结 论 末 必 成 主 。 

Т 设 f(x) 于 (oa, 十 吕 ) 单 调 ， 且 ff"f(x)dx 收敛 ， 
„Я [Í reoax=lim h У; iatna). 

证 不 妨 设 f(x) 于 (4a, 十 oo) 单调 下 降 , 则 对 任 党 的 
h> 0 及 任意 的 正 整 数 n， 都 有 

niatan t JGOdx<hf(a+(n—1)h) 

所 以 | 

rE f(atnn) <| fC) ах E Katad) 
由 于 , ' 

в > f(a+(n—1)h)=hj(a) th 31 Кати) 
& [ахау У Като" одах 


由 于 lim А700) = 0 ， 因 此 


онсе, ® Erer 


如 果 [2”f(Xx)dx 妆 人 效 ， 则 由 无 穷 积 分 的 定义 知 ， 对 任意 给 
жало, # Aa, ФАРА, 时， 有 


<e 


. | pte 

| f(x)dx 
A 

由 此 我 们 可 以 证 明 下 面 的 例 2 。 


92 И Их ах 00, 90) = ГЕК совухах, Җ 
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TEPO) 在 (一 oo, 十 oo) 一 至 连续 . 
证 мя ГИ 收敛， 所 以 对 任意 给 定 的 。> 0 ， 
Е А,> 0, ШАРА, Е 
J GO da< + |” wela < £ 
2/2 


令 a= A: ; 则 当 by 一 ys| <6 
НА |”, УС dx 


(у, )— Pya) 


- [лод соѕузхах— | f(x)eosysxdx 


+e | 
-= | одвову,я- cosysx)dx | 


49 МС (cosy,x—cosy,x)| dx 


о 


<) 
+f. (х) Ссоѕу х —соѕу,х)| dx 


+° J(x)(cosy,x—cosy,x)] dx 


<|? ро) dx+2 (e o sin P12) 
sin On Ys) dx 


+ | “тах 


Ас 
«НА, yy 网 а 


W. 2221 


<Ẹ +A, vi-l | Hl dx 


А, 0х) dx 


<t дд, |“ 
<+ г 
К Ф(у) Е (— оо, to) 一 致 连续 。 
由 于 广义 积分 是 由 定 积 分 取 极 限 而 定义 的 ， 因 此 广义 积分 
与 函数 的 极限 有 着 密切 的 联系 ， 尤 其 是 利用 广义 积分 的 性 质 来 
证 明 函 数 的 极限 有 时 是 非常 方便 的 。 
#3 设 fx) 为 (0, 二 co) 上 的 一 致 连续 函数 ， 且 
15° х)ах 收敛 ， 试 证 limf(x) = 0 。 
证 假设 limf(x) 0， 则 存在 eo> 0 . 对 任意 的 A> 0 ， 
必 存 在 与 A4 有 关 的 xo 这 A .使 |f(x,)| Ze, ,不 妨 设 Их). 
因为 f(x) 在 (0 .十 ce) 一致 连续 ， 所 以 存在 6>0， 当 x'， 
x>0, Bix —x| <ó N 
О) о) < 
故 当 x€ (x, —ó, х,+8) 时 
ПОРЕ: 


所 以 > 
因此 [fax | >е,д 


这 与 19"f(x)dx Н, 从 而 limf(x) = 0. 


在 例 3 的 命题 中 “f(x) F (0,+5) 一 致 连续 ”的 条 件 “ 
是 必要 的 ， 如 果 将 上 述 条 件 改 为 “fx) Т (0, +=) в" 
则 结论 未 必 成 立 。 例如 


1 х= п (n=1, 2，…) 
1(x)=) 0 хє[о |0 [9 +ntr] 
ав йе 
则 (0) dx= У! T =1 
п-т 


所 以 f+"j(x)dx жд, Вх) F (0 ,十 co) 是 连续 的 ， 但 
lim f(x) ЖА. 


Я4 设 1(x) 在 x 之 a 时 为 单调 函数 ， 且 2”f(x)dx 收 
2, 则 lim xf(x)= 0. 

Е ЛУ ом ина, Я [ах 收敛， 所 以 
lim J (x) 一 0。 事实 上 ,由 于 f(x) 单 调 , 故 [imf(x) 存 在 ,假设 lim 
Кх) =А0, ВИНА 0 , 则 对 0 <B ZA ,存在 M> a , 
х>мм, >в. PD [6а че 
х5 j; °Кжах ЗОНЕ, в Ни /(х) = 0. 


由 于 Хх) 单调 减少 ，limf(x) 王 0, 因此 了 (x) 之 0 ,因为 
годах 收敛 ,所 以 对 任意 给 定 的 。 >>0, 存 在 G>>a, 当 x>G 时 


раке (4.4.1) 
由 于 f(x) 单调 减少 ， 所 以 
Гоа о) [а= 070) (4.4.2) 
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故 由 式 (4,4.1) 及 (4.4.2) 得 
ха) ОРО + | Краев +a (4.4.3) 
因为 lim (х) = 0 ， 所 以 存在 G">G,， 当 x >G* 时 
GJ(x)< e (4.4.4) 


从 而 由 式 (4.4.3) Е (4.4.4) М, Ш хорс, xf(x)<2e, 
С lim xf(x)= 0 

阿 贝 尔 判 别 法 及 狄 里 克 菜 判别 法 在 被 积 画 数 为 两 个 函数 条 
# f(x) вх) 的 广义 积分 中 ， 对 于 判别 其 站 伊 性 起 到 十 分 重 
要 的 作用 ， 现 举 一 例 说 明 其 用 法 。 . 


例 5 设 f(x) Æ (=o, +e) Ж, [777 Cdx 
收敛 , 试 证 | “f(x 一 去 )dx бан, B 
fr er (ea 


证 先 考虑 [i (r-i): 


(у ууа) 具有 连续 的 导数 ， 所 以 对 


Гу (к) dx 可 作 变换 <=+( ум), 


得 到 人 j (x -=) я 100( 1 一 — ==) 
由 于 | f(x)dx 收敛 ， 记 以 | tO dy в. pus 
('- =) = G <0, 所 以 ЕЕ 
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单调 下 降 。 хн (， 一 ay -)=2, 所 以 


1 一 — = + (—, 0) 有 界 。 
му 14 


一 > Z 
БИ и [СУ Е) ЖК. 
同样 对 “人 (г) а (ууз), 
得 


Г. 1(х-=) а= roi- 


同上 面 类 似 ， 可 以 证 明 FTO: 一 
0 у? 4 


Jay 


= 


Jay W 


Ж. | 
"s убеден (De esa 


1 — 
x 二 了 (》 十 vy? 十 4 )， 可 得 


j едит. + = Jay 


及 
ыы 


可 以 类 似 证 明 |” 了 (>)(1 + 一半 一) 所 有 有 
y 4 


Jo 都 收敛 , 故 | r (< -去 )dx、 


f roy (1+ У 
° Vy +4 


226 ， 


KOTERCE 


| f(x — 7) tan, 


6-0% 


从 而 人; f(x 一 元 )dx вй, а 


saft OOU -i а» 
+L O(G- == )a 


JF Jay 


у" KEDE 1 


= 人 107) (y=) еда» 


练 习 题 


` 


1. W f(x) 于 (0，,1 JAW, x=0 为 Kx) 的 奇 点 ， а ооа 
收敛 ， 试 证 
fa 1 < k 
[горах = Ш У! (>). 
451 


° 227 ° 


2. Е Сх) 满足 了 1) = 1, R%x> 1 GO = тр | 
试 证 lim fCx) 存在 ， E lim KOKI + -e 


3. BIOD F (а, зом, Jirod 及 |29377 dx 
都 收敛 ， 试 证 Hm 1(x)= 0。 

4. EICO go 在 任何 区 间 Ca, А2 上 都 可 积 , 又 "Јах. 
B [ieg coda В, Е [15° CIC) + gCz)32dx 及 
J]: ор + водах ЯВ 
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BEM 级 数 


$5.1 EMAK 
基础 理论 


1. ak Ула, 的 部 分 和 数列 {8。} Icak TARE s , 则 


n=} 


称 级 数 Dadka. A 


taci 
若 部 分 和 数列 {s,} Rk. I 3 x. ЖЖ. ` 
2. 3 У а, ， >, жж, 为 常数 , 则 У aa， 
kap л nt 
У (as 土 b,) 也 者 收效 ,并 且 有 
1 
> аа, =a > a, 
> (а, =5,) = > а, + x, 


з. PP os 收 黎 ， 则 对 其 项 任意 加 括号 后 所 成 的 级 数 仍 
..1 
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жай, REPRE, 


= Уа, ЖЖ, Я пша, = 0. 
вв 1 


5. 柯 西 收 全 原理 
Уажаня жд, 对 任意 给 定 的 正 数 > 0 ,存在 


LARN., зп>м, тежа Авр, ай 


n+p 


Уа <. 


ее | 


6. 每 一 项 部 是 非 负 的 级 数 称 为 正 项 级 数 ， 

车 存在 常数 c > 0. REENER ае в,а 
Ra, сь, (п=1,2,--), ЖЖРЕЕЖЖМ, SNN 时 以 上 
不 等 式 成 立 ， 则 

(1) PL жа, Яа, а: 


sT 


(2) Уа ЖФ, У», BRK. 


nmi 


ж lim -p= L 则 


《1 ) 当 0 < 工 委 十 co， 且 Уа, жан, Poek 
a= 1 nl 


(2) #0=<Lr<+=e, >р я Е, У ьа 


пе 1 


ЖЖ. | 
7, Ë oo 为 正 项 级 数 ， 若 从 某 项 起 不 等 式 -i 


aml 
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а < 1 (аяк) да, 则 уа, а, 
nw 


ЖАЖА >> 1 成 立 ， 则 级 数 Ута, ЖЖ: 


пе 1 


а=. Я ака 


л 00 


п-» с 


Ф Шт а= r>], M Ура. Ж. 


amt 


由 于 级 数 之 和 是 由 部 分 和 求 极限 来 定义 的 ， 因 此 级 数 是 数 
列 极限 的 一 种 特殊 形式 。 我 们 知道 ， 在 极限 理论 中 ， 柯 西 妆 伊 
原理 对 于 判别 一 个 极限 的 效 散 性 起 到 很 重要 的 作用 。 在 级 数理 
论 中 也 是 如 此 ， 为 了 判别 一 个 级 数 的 效 散 性 ， 经 常 利 用 柯 西 收 
化 原理 来 判别 ， 其 特点 是 ， 不 需要 对 级 数 求 和 ， 就 可 以 直接 判 
疡 出 该 级 数 的 效 散 性 。 


ЙТ 设 ao>0(n=1，2,…)，s = Уа, Е 


р У) = а 
” 证 必要 性 
由 于 .>0 (a=1, 2, =), 所 以 <， 而 
G a, 1 > 
> а; = a, > r 


是 收敛 级 数 ， 故 о-в 
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充分 性 


没 Уу -全 收敛， 假设 DaRi, Wims = Боо, Ж 


Sa 


n=1 n= 1 
对 任意 给 定 的 正 整数 由， 存在 正 整数 ， 使 Srs, 
n+p n+p 
所 以 > а, > У а, 
SE = Sap 
k|mrn+l £ —n+1 
Sa+p Sn 
Sat+p 
= | 一 Sa 
Sat? 
1 
>! = 


因此 X; и, УНАР, А У а, 


5, 
1-1 


W. 


#2 № 0 <a <a,<-- sa, <, ВЕ 


Arti 


о (9 я. 


证 由 (a) 的 单 增 性 易 知 ， (1-м 


nal аъ 
级 数 ， 
”必要 性 
и (1-5) wa, Н (a) XR, M 
TEO lima,=+eeə 
Ф "° 


所 以 对 任意 给 定 的 正 整数 上 ， 必 存在 正 整数 p ， 使 得 


a,,s22a, 
a+b- 
a 
故 У ('—— ) 
@ъ+1 
kan 
а+р- 1 
= > G,+  — G 
а +1 
k=" 
жър- + 
> У! G, i Ox 
а, +р 
ф-т 
Antpa, 
` G,+s 
a 1 
= 1 一 z =Z=,— 
а, +» 2 


所 以 У (1 一 -一 ) хи, JSE B 3 8, Жал 有 


G,+1 


n= 


界 。 
充分 性 
设 {а} 9, М {at ЩИ, Vk lim a, 二 4 НР 


a+ 
"-1 
о 
= У) Qati — G€, 
G,+1 
".-1 
со 
а, а, 
< 
n=l 
Шт: а, а, 
=]im 
a -ew 1 
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=-2 7a, 
a, 


从 而 E (1 一 e wet. 


Qs+1 
由 级 数 的 定义 我 们 知道 ， 级 数 之 和 就 是 该 级 数 的 部 分 和 数 
列 的 家 限 ， 因 此 有 关 极 限 的 许多 理论 者 可 以 在 求 级 数 和 时 得 到 
应 用 、 比 如 利用 “两 头 天 定理 ”， 可 以 比较 容易 地 求 出 某 些 级 
数 之 和 ， 


例 5 设 Уа, 发散， qa, 之 0 (пет, 2,--.), RE 


n=e1 


a, _ 
£ Tt! 


证 RAH n>2 时 
а, : 
(а, +1) (а, +1): (a, +0) 


_ 1 
i (a, + 1)(a, + 1 (а, 11) 


1 
IC 


所 以 之 Сата туса TF) 


o 


= € _ 1 
， ai 十 1 + > [ (oa 十 Da 十 1D…(a +1) 


алуа ау) 
. 264 - 


а + 1 а + 1 
—lim 


1 
s—o (а, +1) (а +i) (а, Fi) 


= 1 —]im 


1. 
r> (a, +l)(a, +1) (а, +1) 
由 于 


0 < 


1 
(а) (а, +1)--- (а, +1) 


1 
аата 
lim (al 十 as 十 … 十 as) 一 十 co 


. 1 
lim ево ED i 


© 


0 


从 而 


a, = 
> (a +1) (а: FIG ED | 
例 4 i Уа, 收敛 (o.> 0)， 试 证 

(1) 存在 正 整 数 m， 使 一 sup{fa.}， 
(2) 对 于 任意 的 p 之 1 а 


(3) lim ( > а)” =sup{as} 。 
s=1 g 


$+m 


证 (1 ) 因 为 Зла, і, Ва„>0 (n=1,2,")， 
所 以 存在 正 整 数 六 ， 当 于 之 N 时 
a,<a, 
故 
зир{а,} = maxía,, G2, *, ам} 
а, =maxia,, аз, ©, ах} 《1 <n,<N), М 


q, ==зир{а,! 


(2) 因为 ўза, ИЖ, ВЛЕЕ М, ШВ 
МЕ а, < 1, 故 和 由 p>1 得 ， 


a, <a, 


从 而 У а 收敛 。 


rm 1 


(3) Ша, =зир{а,}. ИЖ У а (рр), 


所 以 存在 正 整数 N， 使 得 TE 
> а а! 
пе N+ I 
故 =. 
а, = (а, "(У а)” 
<(E atat, )” 


< (Мая, tai =NH Ра, 
而 lim(N+ 1)” = 1 ,从 而 


lim ( у a)” = а, ==5ир{а,} 


Petm gmt 


我 们 知道 ， 级 数 Xa, а БРАН lima,=0. 
nal 
如 果 将 级 数 的 条 件 适当 加 强 ， 则 可 以 得 出 更 好 的 结论 ， 下 面 的 
例 5 便 是 一 例 。 


Я5 ia, 为 收敛 的 正 项 级 数 ， 且 {a,} 单调 下 降 ， 


W lim no.= 0. 
证 ат У а, ИНАЯ: > 0 ， 存 在 正 
вм, n>N, 


> a, Le 


ksN í +1 


由 于 (n—N,)a,< > a 


所 以 


na,<N ,a,+ > аь<№,а, +E 


t=Ny+1 


хин Уа, Ш, ЙЫ lim as= 0 ， 故 存在 正 整 数 N，， 
当 n>N. 时 
e 
< 
& М№= тах (№,, №), ии > МЕ 


е 
па, <N a, +°<N, > 18 28 


. 237 。 


lim па, == 0 


部 А 
利用 例 5 的 结果 ， 又 可 得 到 下 面 鲍 6 的 结论 。 


例 6 > а. ИЖ, {а} ВМ, MJ У) ncaa) W 


Ж. ана 一 0 1) = Уа. 


rei 


证 不 妨 设 (a) 单调 下 降 . 因为 Y о, в. 
іша,= 0 ， 因 此 对 一 切 #， 有 .之 0。 


由 于 | 
> k(a,—a,, )= (а, — a,)+2(a, —as)+ 
和 | tnla, ass) 
= > a,—na,.,, 
k= I 
所 以 > nla a,+ 1)= > a, —lim Ha (5.1.1) 


R=] 


因为 na i= (n+ аа, lim as+ i= 0, 又 由 例 5 知 ， 
lim (十 1)as 一 0， 所 以 


. lim па, = 0 (5.1.2) 


由 于 Уа, В, ИМ НХ (5.1.1) (6.1.2) 知 
У "а, -а,. ВК, B 
У alaan) D a, 


=! з=1 
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在 级 数 的 命题 证 明 中 ， 我 们 经 常 采用 比较 判别 法 来 判断 正 
项 级 数 的 次 散 性 ， 但 这 需要 选用 迄 当 的 另 一 正 项 级 数 уь, 5 


.-1 


ZAMER, RK IC 3 2 R Ab kakak. ИБ 
行 比较 的 级 数 > АЕ. B| y. oik E b, >a, 


ХА, <a, 。 但 是 ， 如 果 存 在 单 增 数 列 {c,} 及 单调 下 降 
的 函数 fx)， 使 得 a, 二 f(c,)， 只 要 选取 
— 1 Cas1 
не, f f(x)dx 
则 an+  <b,<a, 


х У, 与 Za, ежнаняжн, Bat p| Уа, Ó 
"1 


я = 1 ты 1 


ак, лжи УЬ, 的 效 散 性 就 可 以 了 .由 于 b. 是 由 积 


"1 


分 的 形式 给 出 ， 从 而 可 以 利用 积分 的 性 质 来 确定 > b. 65 k k 

性 。 基 于 这 种 想法 ， 有 时 为 了 判别 Уза а, тн 
nmt 

一 个 用 积分 形式 给 出 的 数列 地.}， 使 人 1b 收 效 ， 且 满足 


n=l 


a,<b, ， 由 此 则 可 确定 Ута, а. 


пе 


ят УЖ, а.>0 (n=1, 2, =), WE 


nei 
E Урфу вия. 
nei k æl 
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Е 因为 
` a, - 1 
>Ú k? +n? =a, > тк? Еи? 
k=1 k=1 
` í dx 
<. 31|! = Sar 
kl 


fe dx 
=a, А х? Fn? 
= . G, 
9 п 


而 у, 所 以 У У рт. 


Я RENAA Ура, №, з.= У аь, МЕ 


s=1 k=1 
= 


==1 


证 ”因为 正 项 级 数 > a, 发散 ， 所 以 lim s= +оо, 


T У |р" т -X = 


= 1 ( 1 _ 1 ) 
mi \ ям 5171 


并 一 四 


1 
i-i 


a, 
в У вых. 
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所 以 5 9-а, 


е1 


练 习 m 


1. тему bš 收敛 ， 试 шу lanha А > (а, + ba)2, 
nmi amt s=1 пе 1 


o 


У [全 -| й, 


n=1 


2. 试 证 荐 lima, = as 0， 则 级 数 》 a, 发 散 。 
"— о "=1 


3. Уза, 是 正 项 级 数 ， 如 果 对 此 级 数 任意 加 上 许 多 ИЗ, Pr 


п= 1 


得 的 新 级 数 > , A, 是 收敛 的 ， 试 证 原 级 数 Ja, 也 是 收敛 的 。 


4。 HRANIO 若 有 a> 0， 使 得 当 n>no 时 ， 有 
Ing 


lnn 


->i +a 


Җфа,>0 (п= 1，2，…)， 则 级 数 》 аж, 


E NDN, 时 ， 有 
ln ` 
#0, <! 
inn 
мелу а, ЖИ. 
пе 1 


5. В 0о<х,< 1, Ха = XaCl — Ха) (й = 1,2, ,), 试 证 
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lim их, == 1 


... 


提示 ， 用 归纳 法 证 明 <<, EIRAN. 单调 上 升 ， 从 而 
得 知 Him nx, 存在。 最 后 再 证 明 lim пя. 1. 


6, РЧ А „Уа, we yl 


пеј kanti “=: А 


о 


585.2 一 般 项 级 数 
基础 理论 


1. 如 果子 lal жж, Уа, eak ak, 


пе 1 пе 


2. 如 果 一 个 级 数 的 各 项 正 负 号 交错 出 现 ， 也 就 是 形 如 


У (-1) 0, (4,20, п=1, 2, e) 的 级 数 称 为 交错 级 


нм | 


数 。 
莱 尼 布 兹 (Leibniz) 判 别 法 


如 果 交 错 级 数 У, (一 1) "tla, 的 项 游 足 以 下 条 件 ， 
(1 ) а, <a, (п = | А 2 , 0); 
(2) lim a,= 0 
м >. (—1)*tta, жж. 


"2. 阿 贝尔 变换 
it a, b (k=1, 2, =, nAaR, $ 
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А.= Уа, (m=1, 2, =, n) 


ват 
Я) 
я 8-Е 
> ab, = A,b, + > А,(6,—0,.1) 
. k=1 k=1 
或 


. #-1 
У ab = A,b,— У) Alb —b,) 


k= 1 k=1 
4. 阿 贝尔 判别 法 
如 果 u,=a,b, (n= 1, 2, =) ЖА 
(1) {b,} 是 非 负 递 减 的 数列 ， 


Ф 


(2) 》 atki, 


则 > и. 收敛 、 


rei 


5. 狭 里 克 莱 判 别 法 
j*eKu,=a,b, (и= 1, 2, а 
(1 ){b,} 是 递减 数列 ， lim b,= 0; 
(иж Уа 的 部 分 和 数列 有 界 ， 即 
У а 


Ез 1 


<M (п=1, 2, +.) 


则 > u, ЖК. 


".1 


AN AA Няня У (— 1) а, о, 


б па { 
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关键 是 证 明 (a) 单调 下 降 趋 于 震 ， 而 这 方面 的 一 些 方法 和 技巧 
蛙 在 《数列 的 极限 》 一 齐 中 已 经 掌握 ， 因 此 利用 这 种 判别 法 一 
般 是 不 会 遇 到 太 大 困难 的 。 


а, 


一 1)>。 ,> 0 (n =1,2, 


例 1 设 lim n (Ç 


п -. 2 


0), REZA У (Da, ВЫ. 


че 1 


ati 


证 因为 lim п (2-1 )> 0， 所 以 当 六 充分 大 时 


ao * a, 1 
а 120 
Ер f > | 
а, +1 
从 而 {a.} 单调 下 降 。 


选取 适当 的 常数 ao> 0 ， 使 得 lim n(-=-— 1 )>a, 
a ati 
则 存在 正 整 数 N， 当 n>N 时 


` а, 1 
所 a< 
R 1 十 一 - 
n 
Orri м: ,Qn+s O... G,+1 
从 而 Gy ау @м+ a, 
pans 1 1 _ 
a a ` 
1 十 一 1 十 -一 一 一 
N N+1 
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1 +— 
ka l = 
тна yrth .十 工 1) 
由 于 li — i — == 0 
ne ЕР) 


故 
lim аъ = 0 


-~ 


因此 由 莱 布 尼 兹 判别 法 知 D (DDta 收敛 。 


例 2 设 {x,} 为 单调 上 升 数 列 ， 且 xs 0 (n= 0, 1, 
2，…)，o> 1 ， 试 证 级 数 D 221-8, 


证 因为 {x,} 音调 上 升 ， 故 lim x, 存在 ， 且 


е 


У S et аер, ТОНАМИ НЯН ATHE UI. 


XX 
=1 


(1) ин. 由 于 {x。} ВЯ ЕЯ, МЫ 


х.х, ха Xai 
х.х. < xa rl (5.2.1) 
, " 
Xa Xa . X —Хь. 
因为 之 一 一 im 一 


"=o kml 


=|im ав 
— atri 
№. 
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[FEE НЯ, М 


由 lim x, 的 存在 且 有 限 性 知 lim 
м х.х, 


Убе ka, ЈАТ 由 式 (5.2.1) 知 x x 


rat, 
(2) lim x, 三 十 ce 时 用 下 列 两 种 方法 进行 证 明 。 


xs = і — 
Х.х) х. x, xti 
i` 1 
< г C xš (5.2.2) 
由 于 


= lim aG xL, ==) 


1 
х? 
k (ан) ke, им 由 式 (5.2.2) 知 
вв, 
证 法 二 由 于 
X, Xt — и 1 X11 1 
> XX о x= ( X х, Хад ) 


而 级 数 


1 x 1 1 x, 1 ,1 
хе x, x + xt xs xi + xi 
=, 1... 
| T Хз хз + 
是 交错 级 数 ， 并 且 由 于 
Xn! 1 1 
x, ха Xani 
y 1 1 — X. . 1 
及 x < X KLE Xa xii 
因此 这 个 级 数 是 单调 下 降 的 。 
f H lim х,= Боо 得 
£ 
í 1 я 
s mars lia саг 
ЗЕ А, 23 
` 1 Xo 1 1 _x . 1 
x x, ` x° + X Xs xi 
l _ x _1 ,,.. 
tar x ` s T 


收敛 。 从 而 对 其 添加 括号 后 所 成 的 级 数 ИЕ 


Ха: 
| | и 
阿 贝 尔 变 换 У ла, =АЬ,- У А, Oih) 在 形 
kal t=1 
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НЯНЯ ИА > Kz T Ri., ти 
点 ， 我 们 考察 积分 fiJ(x)g(x)dx， 并 设 F(x)=|sf(t dt, 利用 
RATAA 有 


J IGOsGO ах (а)в 0) | ,—| Pae) 


Ч 
=Р(0)в (6) | Еодав(®) 
再 把 它 和 阿 贝尔 变换 式 作 比较 ， 可 以 看 出 ， 阿 贝尔 变换 式 中 的 
人 相当 于 分 部 积分 公式 中 的 F), m bemb da 3 T # 
dg(x)， 和 式 相当 于 积分 。 
阿 贝 尔 变换 在 一 盘 项 级 数 的 命题 证 明 中 经 常 起 到 很 重要 的 
作用 。 因 为 阿 贝尔 变换 是 将 Y) ab, 进行 恒 竺 变形 ,因此 要 讨 


k=1 
?一 工 


论 Do ab, 的 仇 孝 性 ,只 要 讨论 lim[Asb, 十 > Ai(bi— ber 1)) 


的 统 散 性 就 可 以 了 。 在 一 定 条 件 下 ， 讨 论 后 一 家 НАК 
是 比较 容易 的 。 


#5 Ш tnas} і, $o n(a,—a,-i) Ш, ВЕ | 


вај 


证 Ш s= Уа, si= У klana) 由 于 
tao 


t= 


T n(a,—a,- kk, DEO lim з: Е BS B BBB E 


nmi Rm 


得 = > klarar) 
ів} 
• 248 。 | 


=n > (a,—a,_,) 


k=; 


+ E (к-н > (а—а.1)) 


1 


= ñ a,— ña — > (a,— a) 


k=1 


п-т 
5na Уа 


t= 


所 以 5... = Ва, — 58 (5.2.3) | 
由 于 lim па, 及 Па si 都 存在 且 有 限 ， 故 由 式 (5.2.3 ) 
知 lim Sami 存在 且 有 限 ， 即 > а, 收敛 。 
1 

例 4 设 y n E lin y D a= 

证 > s= 1 - з= у. Wlims, =s 
н. 1 

н 0 n 
HPU ВЕ 


У o= У к. m = п, + У, (~s) 


kal ка] 
=n 5, (8:5: 95,1) 
所 以 
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d и— 1 Sits terts. 
一 > QS 


n п—1 
ł=1 
故 lim ту а, 
к 2-0 ter 
. n=i SI 十 S* 十 … 十 s。) 
=lims, — іт Ta C At U CC UU C S 
1-0 ne] 


= $ — $ =0 


例 5 и Уа, (а.>0) Ж, (a №. Уеа, 


ВОЖ, Нин в, 为 +1 或 一 1， 试 证 不 可 能 存在 一 个 严整 数 N， 
194 n > N Bf 
teuta ауу (наз), 
证 令 B,=e +e, +... +e,, 假设 存在 正 数 整 Ni, 使 得 
当 n>N, 时 
ее, о 0 
显然 由 e, 的 定义 知 | 
eite, |. +e, n 
n 


їй а < 1 


HT Beat, MA 


ami 
lima, =lim je.aj = 0 
故 存 在 正 整 数 Ns*， 当 ZN， 有 时 
а,<1 
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” 且 存 在 正 整数 N , 34 п>, 时 ， 对 一 切 正 整数 p， 有 


n+p 


У 2, G, 


k=mn+1 l 


令 N=max(N,, Ns, №), WH n >N 时 
В, =е, +e, +... HE, Dan 


r+? 


La а, 


kanet 


<1 


a,<1 <! 


HRZ, 
HFE а, ЖА, а> 0， 所 以 对 任意 给 定 的 正 整数 


#=1 
存在 正 整数 四 >>m ， 使 
> G,> 2а п 
t=w+1 
O n 2 N h 
У г, а, = > E G — > 2, G, 
t=s+1 k=1 k=1 


м-1 


一 > (a—a,, iB, +a, B, 


kat . 


一 > (а, —а,.1)В,—а,В, 
k=1 
m-1 
= > (a,—a,, B, +a, B,—a,B, - 
tes aai 
>| > (aan Ok+ma, |—a,B, 
k= n f 


=ana,+ a > a,—a,B, 


t=sy+1 


e 251. 


2 


> ana, Бс 9 п—па, 
=(2—a)n—(1—uab)na, 
2>(2—a)n—(1—a)n 
一 了 1 之 1 


这 与 | > sal < ! 矛盾 ， 故 命题 结论 成 立 。 


同 判 别 数 列 的 伍 散 性 一 样 ， 利 用 柯 西 收 族 原理 判别 级 数 的 
仇 最 性 有 时 是 非常 有 效 的 。 


He У) (а.а) а, У, й, ди. 


лт 1 паі 


L avki. 


证 因为 D Caa) ӘК, УЬ, 收敛， 所 以 对 


于 任意 给 定 的 e> 0 ， 存 在 下 整数 N， 使 得 当 n>N 时 ,对 任 
意 的 正 整数 p， 有 


n +b 


了 lar —а,-! <e № 


k=n+1 


ВН У le-a.) 的 收敛 性 可 得 知 > (a,—a,-,) W 


如 半生 n= I 


ж. 因为 Ў Ga,—a,-,)=lim У (ao 一 ao) 


- nwl 


<. 


n + 5 
>, 
E=n+i 


=]im (a,—a) 


9-0 


e 252, 


所 以 lim a, 存在 且 有 限 ， 故 {a,} 有 界 ， 设 la, <M 


no 


(n=0, 1, 2, … )， 则 


n+p 


Èa a: b: |= 


k=x+1 


|а, ..6,+1 +а, + 20+ 3 +: а, 0,69 


= la.. 16+ 1 + (аа, +.) +a,. )b,,; 十 … 
Е (а анна) (а, р.а) °° 
4 (а, — ака) +а,,.)6,.»| 


пъ? n+p 


а, +1 >Ë b, + (а: —a, +1) > b, 


k=n+1 


k=n +; 


十 … 十 (au 一 


а, +1), + › 


n ++ 


У s. + 


t=n +I 


net 


> b. 


t=n+23 


< la,,1 


la :一 а, + 1| 


十 … 十 ја, ва, +11 вы | 


«МЕ- |а... —a, | ++ laas? aail 8 


=e(m+ > ja, —аь-1| ) 
<e(M+e) 
从 而 Уу ab, Wk, 
я m 


1. RER ZAA А Pr fE IR it RBA gt B E| 一 个 
括号 内 各 项 的 符号 相同 ， 册 去 掉 括 号 后 ， 此 级 数 也 收敛 。 
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2. RE 车 У е, Аа УЖ, Ша, 
в= n=l 
bka. i 
8. B a,<o,<b, (п=1, 2, =.), # а 5 X b, 都 收 
9=1 =} ; 
8, маку с, й, 
#=1 
4. ви Sa, ЖУК, В 40) 有 界 ， 试 证 У ар, 
mak, ЕЕ БИ 
5. 设 Yl, +а,,) 收敛， 并 且 lim a,= 0, 试 证 У? a, 
".1 тер 


收敛 。 
6. 车 将 级 数 沁 二 的 项 的 答 号 改变 ， 使 得 了 个 正 项 之 后 跟随 着 q 


ne 


个 负 项 ， 但 不 变更 原来 的 顺序 。 则 当 рэба 时 ， 此 级 数 发 散 ， 当 p=qg 
BF, J aku ak. 


85.3 KAMAA 


基础 理论 
1. Кл) 和 f(x) (п=т, 2, ) 部 是 在 点 集 D 上 
有 定义 的 函数 ， 如 果 对 于 任意 给 定 的 E> 0 ， 存 在 正 整 数 NN, 当 
n>N t, 3 xED, RA 
f(x)—f(x)| <e 
则 称 {f(x)} & D k — Ek $ + Кх). 
панин Эти, (х) 的 每 一 项 W(x) (п=1, 2, +) 


пы 1 . 
W 


都 在 也 上 有 定义 ， 如 果 Jy u(x) 的 前 1 A eF H R 5 3 3 


че 
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列 {ss(2x)》 在 也 上 一 致 收敛 于 s(x)， 则 称 J un(x) Ёр 上 一 


ne 1 


алка Р(х), 
2. У) 在 区 则 了 上 一 到 收 伏 的 克 妥 条 件 是 ， 对 于 


住 意 给 定 ве 0 ， 存 在 正 # 3k N, 4 mbon bN W, ў 1⁄4 


y> u(x) [<e 


k=n +I 


3. 如 果 在 区 间 工 上 ， 有 
Ju. (х) <a „(п=1, 2, =) 


而 且 > a, ЖК, № > u(x) EI L-ARKA. 


xEI, RA 


4. ира 

若 在 有 限 区 间 (а, b) 上 连续 函数 列 {j,(x)} 收效 于 连续 
通 数 f(x), mrt (а, b) k — x, (Р(х) 是 单调 数列 ， 则 
4f, (x) Æla, b) Б-я T f(x)。 

5. 阿 贝尔 判别 法 | 
(1) u,(x)=a,(x)b,(x)(xC€C I, n= 1, 2, +); 


(2) Da) 在 1 上 一 致 收敛; 


nel 


(3) 存在 常数 MD0, 使 也 (xj| SMC E1, n=1,2,); 
_ (4) 对 I 中 每 一 x，{b,(Xx)} RREA 
м Узи, ТЕЖ. 


зһ S 


6. 多 里 克 莱 判 别 法 
• 255. 


& (1) u,(x)=a,(x)b,(x) (хЄІ, n= 1, 2, =); ° 


n 


(2) 在 和 NM>0 t У а(х) |<m (x €I, 
kal 
И == 1 ñ 2, e); 
(3) Ж4-х61, (b,(x)) 都 是 单调 数列 ; 
(4) 在 1 上 {Db,(x)) 一 致 收效 于 零 。 


则 à EnB- kka, 


T. 每 一 项 部 在 [a，b) 上 连续 的 函数 项 级 数 u(x), 
nej 
如 果 它 在 (a, b) E—# kS sla), Ша, b) k k. 


8. И Уи, (2) 在 (a, b) E—# ek (х), U(x) 


(m= i, 2, =) £ (а, b) 上 连续 ， 则 
[дах У | vodx 


ве] 


9. ЖА (а b) 上 ， Dux) 的 每 一 项 都 具 有 连续 导 


Жи’ „(х), А Жи, ' (<) — ижа, хи (х) жат 
s(x), Я s(x) + (a, b) т= E № 
s’ (х) = > и. (x) 


我 们 知道 ， 如 果 s(x) 是 有 限 个 函数 之 和 
s(x)=u; (x)+ u, (x)+ +u, (x) 
ж и,(х) (k=1, 2, =, nË E Fl 了 上 都 连续 (或 可 积 ， 或 
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TE), Мех) 在 了 上 也 连续 ( 或 可 积 ， ATF) 但 是 
如 果 s(x) ARABIK f, Pp s(x)== > u(x), М s(x) 
的 连续 性 《或 可 积 性 ， Е 可 是 ， 如 
* > u(x) (或 Eu JAIL Kika, Шах) 在 
nag} 

I 上 的 连续 性 ， 可 积 性 ( 或 可 导 性 ) 就 可 得 以 保证 ， 因此 一 致 
站 化 性 在 函数 项 级 数 中 起 到 极其 重要 的 作用 。 所 以 本 节 我 们 将 
对 这 一 概念 重点 进行 讨论 ， 


накан о (отаніз-вжа, ЯЯЯ 
的 方法 是 采用 例 荔 章法 基础 理论 3) 印 如 果 对 一 条 XE 
都 有 u(x) <а, (= 工 ，2 ，…)， 而 常数 顶级 数 > a, Jk 


пы 1 


%, Я Ули, (>) 于 了 工 一 效 收 仇 。 这 样 我 们 就 将 证 明 函 数 项 级 ， 


数 的 一 致 收效 性 化 为 证 明 常 数 项 级 数 的 妆 仇 性 问题 。 同 样 ， 如 
果 函 数列 {f,(X)} 满足 ， 对 一 切 XEI， 都 有 Ц, (4) <a, (n= 
1，2，…)， 则 也 可 以 将 证 明 {fa (х) 一 致 收 黎 问题 化 为 证 
明 数列 {a,} ЖЖ, 这 种 证 明 方法 的 基本 技巧 在 于 先 


Жена, № Уа, ( 或 数列 (ажа, 


пы 1 


例 1 设 f(x) 在 有 限 闭 区 间 (a, БЕ, 定义 函数 列 
fa G=] dx (ва, 2, +) 
| 257. 


证 РУУ, (х) 于 Са, b) 连续 ， 所 以 由 连续 函数 的 性 质 


А, Л) То, b) 有 界 ， 即 存在 M 之 0， 使 


І. х) <M 


р | G) аам (а) 


BEAL Ol a< Md 


归纳 可 得 


Ama 
уе <Í у. aq 0а" 
(n =], 2, у 
H па 00—07 一 0 ， 所 以 对 于 任意 给 定 的 se> 0 # 
ЕН, s n> 时 | 
ea ei 


(b— =a)" 


TRE <a" <M <e 


从 而 {f(x)} 一 致 收敛 到 零 。 


92 Ус. JERAR, s= Уа. И, 


O) Ea e-sx 的 收敛 域 ， 


(2) 在 收 全 域内 是 否 一 致 收银， 
(з) 求 一 致 收敛 域 。 
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解 当 xa. eak. W Eass. 


п=1 


(1) 出 于 对 任意 固定 的 x € 《一 oo +оо), WE 
ae Sex _,. 
lim — a =lim e —Sex= e = SX 


所 以 Yl ose -sx 收敛 ， 故 收敛 域 为 (一 c"， 十 co)。 


"-1 


1 
(2) 由 于 对 任意 的 正 整数 如 МХ x, = -， 则 
jase - ax | =a, • ==! 


Мн У) ассо T (—°, +оо) 非 一 致 收 
#. ` 
(3ER M>0, 34 x€ (—M, +=), 由 于 


lane -sa | <a. es | M a, es 


m Y), 收敛 ， на D ae- sx 于 [一 M， 十 ce) 一致 收 剑 。 


ят 1 


当 > а, RER: 


пе] 


(1) #x<0, М 


d,e Sa% 
а 


=lim е-5=х= оо 
н 0 


жи У а,е-ъх 发 散 。 
车 х=0, MJ 
А e 259 ° 


= ° 
> а, e 5х = > а, 


па] пе 1 


所 以 Уј а,е-зх й. 


nal 


a, 2a 2 a 
` Qae Зв = x < = x" 53 
H+ 
Mss dx Sa Sai а, 
j. х? 2 52 Е s? 
fsa dx _ 1 1 
x j. x° S,-1 ‘Sn 
所 以 
四 , o 1 1 1 
> 52 < У ( Saai 7 s И ‘si 
пе 1= 5 


故 У Sr е, им D ac sni, F D ce-sex 


al rsi #=1 


的 收敛 域 为 《0 ， 十 co)。 
(2) 由 于 之 o. 发 散 ， 所 以 对 任意 给 定 的 正 整 数 症 ， 必 


nai 


ЕЕ тв, 48 
a, Fassi 十 … 十 an 之 1 


1 
o М 


Ж x, = 


lase -Saxo +a; 167 Sar1xX0 十 … 十 Gane 一 seX0 
之 la, +a, 1 十 … 十 aa| е T Smxo 
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от. 


7, 


1 

= (a, Fasi + +а,) 
1 

=> 


所 以 Уа, е-е F (0 +оо) ЧЕН, 


(3) 由 于 对 任意 给 定 的 e>>0， 当 x€ [8， 十 ce) 时 


а,е- Ѕ8х<а,е- $" 
D 


而 > а,е SEKS, 故 >; ane -ss( x) 于 [(é, +оо) 一 致 收 


о, 
венам. 4A Рр] k ie a - oe a tE АЉ 


巧 在 于 选择 适当 的 a,, 使 Уа, (或 数列 19.} k ak. 4 
1} 


有 些 题 目 选择 a 是 非常 困难 的 ， 因 而 不 易 采 用 优势 判 别 法 £ 
证 明 。 另 外 ， 由 于 优势 判别 法 是 Jo ula) С 或 全,(x)} ) 一 


".1 


ЖИ Lp kh. G Abe kh. REH, 如 果 в.) < 
а, (п= 1,2 ,---,хЄ1), "Eo жи, Ж 能 说 明 Уо 


та 1 


TIR-a., A, Е йан E N R PA 9 k 8 
然 方 法 简单 ， 但 并 不 是 在 所 有 的 情况 下 都 是 可 以 采用 的 。 下 面 
介绍 一 种 利用 一 致 收 仇 的 定义 或 柯 西 站 化 原理 ( 基础 理论 2 ) 
来 证 明 一 致 收效 的 方法 。 
我 们 知道 ， 如 果 通 数列 {1,(х)} FE B] I E-o a, 
ЕАК. УЧЕНИИ => 0. 及 任 取 xETI， 当 x Е 
定时 ， 必 存在 正 整 数 N(x)， 使 得 当 n>N(x) 时 ，jf.(x) 一 
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J(x)| «ежа, ЖФ 0х) 为 f,(X) ИМЖ х 在 了 中 变 
化 时 ， 我 们 就 可 以 得 到 无 穷 多 个 正 整 数 NGCX)。 如 果 我 们 能 从 
这 无 穷 多 个 N(x) 中 取得 一 个 最 大 值 N， 则 {f(x)} 的 一 致 收 
化 性 就 可 以 得 到 证 明 。 但 是 ， 在 一 般 情 况 下 ， 无 穷 多 个 N(x) 
中 是 不 能 保证 存在 最 大 值 的 。 可 是 我 们 能 从 工 中 取出 有 限 个 点 
Xi1，Xs，"…，Xs， 对 应 于 这 有 限 个 点 确定 出 有 限 个 正 整 数 N|， 
N,, e, Ne ERN, No, 0e, N 中 是 存在 最 大 值 的 。 假 
如 从 题 设 条 件 中 能 推导 出 如 下 结果 :, 任 取 xE1,， s>0， 必 存 
A xi, Xa, °, X, 中 某 一 点 Xi 使 1,0) 1, (х) < 成 立 ， 
则 利用 三 角 不 等 式 就 可 证 得 {j,(X)} КЖ. ikat А A 
用 定义 或 柯 西 站 笋 原理 直接 证 明 {f,(X)}) — k B 5 2 K 5 


想 。 同 样 ， 证 明 函 数 项 级 数 》) U(X) 的 一 致 收效 性 也 是 如 


此 。 


例 5 BÍ) (2 一 1 ，2，…) 为 有 限 闭 KE (а, b) 上 
的 单调 函数 ，limf,(x) 一 f(x)， 且 f(x) H (а, b) 上 的 连续 函 
数 。 试 证 函数 列 (J.G) T (a, b) 一 致 收敛 。 

证 因为 jz) 于 (a, b) 连续 ， 所 以 一 致 连续 , 故 对 任意 给 
定 的 6> 0， 存 在 6G> 0 ER х, х" Є (а, b) А |х 一 xz 
< 时 F 9—70) < 

取 充 分 大 的 正 整数 n, W (b—a)/n, <ó, © 

| хъ=а+ -—0) (k=0, 1, 2, =, n,) 


B Z, f € (x... хь) (k= 1, 2, +, п) 
GZ ) 一 fx ) < 
由 于 Шаў, хь) =C) (kK 二 0,1,2,. ,nn。), 所 以 对 
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иг. 


Ж => 0， 存 在 正 整数 N,， 当 n2>N, BF 
BODE <e 
令 N=max {No，Ni，…，Nno} 
则 当 >N 时 ， 对 所 有 K= 0 ，1 ，2 ,…，n。 都 有 
上 (xD 一 用 xi <е 
任 取 xE (a, b), МАНЯ Тк. 8 x€ (xi-1,Xx:}， 因 为 
РС) С) < И, Е, Се E Т, С) — СЬ) 
+ Ух) —f(x) 
МУН 1,(х) 的 单调 性 知 
BENSE < Р, Сх) й, (кь) 
x . 
ГАЕТЭЫ АСЕ ИС СТЬ. 3 
Уж.) РО) f(x) 1, Сх) 
所 以 当 n>N 时 lf,Cx)—f(x)| <5e 
W {f,(x)} 于 Са, b) 一 致 收敛 


例 4 ЖКТ (a, b) НО И (к). H 
Р.О) = тС HI), МАЕ H (а, 2) 上 《其 中 a<a 
«Въ ) 47, (х) -ERAF Г G. 

证 Ш а<а' <а<В<В' <, HFEF, В') 
连续 ， 所 以 一 致 连续 ， 故 对 任意 给 定 的 s> 0， 存 在 8> 0， 
当 x’, х’Е (а’, Br) R. lb х" Có nN 

О) О) <е (5.3.1) 

- 取 充 分 大 的 正 整数 N， 使 得 IMN< min(a 一 o' ,8' 一 8,6)， 
RJ ч и>, 对 一 切 xE (а, p) 都 有 x+1/n€ (а’, В'),. 
县 |( x+ 元 ) 一 x| =<. 故 
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И, (х) Ӯ (>) - "1 х +%)-169 | 一 (х) x 
= (ха) оо. (0<6<1) 


ti КН) х1 = <à, ЖМИ (5.3.1) 得 
и.о -Р О <e 
从 而 GON EAF P С. 


例 5 设 可 微 函 数列 E (а, b) 上 处 处 收敛 ， 且 存 
在 M> 0 ， 使 对 一 切 正 整数 nn 及 一 切 xE [ee，b ,都 有 1 (x)| 
<M, WE (f.(x)) 在 (a, b) 上 一 致 收敛 。 

证 对 任意 给 定 的 s> 0， 取 充分 大 的 正 整 数 %。 使 得 
(b 一 aq)/n。<e， 令 

k(b—a) 


X, =a 
ат, 


由 于 (J.(x)) хех, (k= 1, 2, =, п), МЫ 
存在 正 整 数 N;， 当 n>>N， Ву, 对 一 切 正 整数 ?有 
asr) —J,(x;) |< 
> М=шах(М,, Na, *, №,,), ERE (a, b), MHZ 在 
ЖАК (1 <k<n), 使 (кх <e, МЫ n> N Bb 
|р) — Р.) 
<...) + У) =, (х) 
+ 17, Сх) =, С)! 
= ffar ED] x—x,] НР, 
+ lfa (2,1 1-х 
<Me 十 e 十 Me 一 (2M 十 1)8 
На, Ех, НХ {1,(x)} 于 (a, b) 一 致 收 . 
ЗК, 
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(К==1,2,:-.,п,) 


证 明 函 数 项 级 数 了 》) и, (хх) Я) {1,(х)} 的 一 致 妆 2 
"= 
性 除 上 面 介 绍 的 几 种 方法 外 ， 我 们 还 可 以 根据 题 设 条 件 及 
У! и.(х) 或 {fu(x)} 的 有 关 性 质 ， 利 用 其 它 有 关 定 理 和 方法 来 


证 明 Ури, (х) 41. ()} A ЖЕ. 


М6 Ши, (к) (п=1, 2, +) (ео; +0) ЕВЕ 
续 函 数 ， 且 对 每 个 固定 的 x，{u,(x)} 均 单调 下 降 趋 于 零 ， 试 
证 Е: 

(1) s@)= Уу (- "и, 0) (оо, +59) 存在 ;i 
i (2) s(x) EC, +o) 连续 。 | 
”证 法 一 〈1 ) 因为 对 任意 的 正 整数 4， 都 有 

(0-0 Ч! 
又 对 每 一 个 固定 的 xE( 一 co， 十 co)，{u,(x)} ми Т E, 
所 以 由 狄 里 克 莱 判 别 法 知 327 (D'ua) ВСК, i 


2. 
з(х) = > (= 1)* 2и, (х) 


于 (一 co， +оо) 存在 ， 
(2 Е Е (=, +оо), МХ {и,(х,)} ARAF R. 
所 以 对 任意 给 定 的 e> 0 ， 存 在 正 整 数 NW， 使 
u (x)< ` 
Huy (x) Æ x, 连续 ,所 以 存在 8> 0， 当 x 一 xo| <6 时 о 
им (х) имхо) <e 


• 265 + 


故 uy(x)<uy(x,)+ëe<2e 
从 而 当 n 之 N 时 ， 对 一 切 x€ (x, —ó, х +ó), 都 有 


2 (— 1)* lu, (x) <=. 1 (x)<uy(x) <22 


因此 У (1) iu, (о) F (0—5, x+0)— EOI. H 


u,(x) (n= 1, 2, +) (х,—8, х, һд), Ы s(x) 于 
(x, —Ó, x +0) 连续 ， 故 s(x) 于 x。 ЕЕ, хо 的 任意 性 知 ， 
s(x) Р (~œ, +оо) 连续 。 

证 法 二 (1) 因为 在 任意 有 限 闭 区 间 (а, b) Е, 8 
数列 {и„(х)} 收敛 于 连续 函数 所 xz 二 0， 而 对 (a, b) 上 每 一 
х, Íu,(x) 是 单调 数列 ， 所 以 由 狄 尼 定 М, {и,(х)} 在 
(a, b) 上 一 致 收敛 于 零 。 

又 因为 对 任意 的 正 整 数 n， 有 


12 (一 DPI <! 


isi 


ВАН ЗЕЯ, У (—1)" 1и, (х) а, Б) — ВВС, 


nail 


Љ <) = Уу (一 D ia(x) F (a, b) 存在 , На, ЬЕ 


意 性 得 ，s(x)= У (1) u(x) 于 (一 0， 二 oo) 存在， 


(2) 由 (1) H У (Du) FAE SARAKE 


(а, ЕВ. Хи, (х) (n=1, 2, =) 的 连续 性 
知 ，s(x) 在 (a. b) 连续 , 故 由 a, bi Ж. s) F 
` (~œ. +оо) Ж, 
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ИТ 试 证 lim У 2001, 


zot ami 


证 设 non p AS ms aom 级 


п=1 


ку РА, у(х) т(0, ， 十 ce) 有 意义 ， 且 


=] 


t= у 


оу] 


nal 


由 于 
у 1 
n? nt1)” n IAS 
(1+) 
而 对 任意 固定 的 20, 数列 {二 } 及 {1 一 一 一 和 一} 都 是 
C+ 
非 负 单 减 的 ， 所 (е гад гун) РАВА, X 
хЄ(0, 1) 8 и 
а -2 1 
п GD | "| (1+1) 
п 
1 1 1 
<! 1 一 —— 
быу р" 
м x> i 时 | 
1 G 1 1 1 — 1 1 
nat а | гү 
| (1+2) | 
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1 1 
s С" 
所 以 当 х>0 时 ， 总 有 
| 1! 1 
n: (nt 1)“ 


由 于 Иш--=0, 所 以 数列 (二 -~ 


< 


THD! } F xZ>0 Э 
TẸ, инники. 有 | 


PZ: 


ТЕЕ ANA A, Dov Hegy]? 
x>0 一 臻 收敛 。 | 


-hP x >> 0 B, (— 1y"" Е а i (п=1,2, -**) 


连续 ， ку с [ерту | F 20 连续 ,所 以 


lim f(x)=1+1im > 0 |= рте] 


= 1 + У [= (-1)*- (= -FF :)| 


=1 
其 实 函数 项 级 数 Yl u(x) 可 以 逐 项 求 导 的 条 件 可 比 基础 
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理论 9 所 需要 的 条 件 再 减弱 一 些 。 对 此 下 面 例 8 给 出 其 叙述 并 
证 明 。 

例 8 设 w(x) (n=1,2,…) 于 (a,5) 上 连续 可 导 ， 且 存 
在 一 点 xoE (a,b), 使 Уи, 而 Зи, (х) ЖЕ, 
b) 一 致 收 化， 则 Е 

(1) > и, (х) Са, b) ЕС, 


(2) мое D eCa b) FT 8, E 


nel’ 


s’ (x)= > ао). 


证 (1) 因为 Уи, (х) Са, b)— 506, ТИНЕ 


ЕЕ! 


AER =>0, ЖЕЕ М, ， 当 n>N 时 ,对 任意 的 正 整数 p 


«в 


及 任意 的 xE (a,b), A LP u (х) 


对 任意 取 定 的 正 整数 p ， +> и, (х)=$(х), W 


> u(x) ИРК) 


Х—Хь 


k=w+1 


> и, (x)— x: a O) 


karsi 


= 


Kk, 


p(x)—m(x,) o 
X 一 Xe 


= 


*，269。 i 


= GL (其 中 8 位 于 x，x。 之 间 》 
-| > чи < 


因此 x Саб) —u,(x,)) | 
= > TEENE (x—x,) 
= |x — x, | > = 8 
一 (一 ae kanty 
从 而 之 (и, (х) —u,(x.))j(a,b)— ВО, 
由 于 
У u, (х) = > (u,(x)—u,(x,))+ У и, (хо) 
故 > u,(x) F (a,b) 一 致 收敛 ， 


(2) N Тита. воан, ЖЖ, x 


-ral 
x 


之 n(x) 于 (a,b) 一 致 收 化 ， 因 此 由 基础 理论 9 NI, 


na} 


© 


Зи, (х) = (х) Fla, b) WS, H 


. в=1 


s (x)= > u, *(х) | 


如 果 > Wx) В (7,00) ТЕМ! —# k. Nk sg 


ast 
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ПЖ, КЕ 


论 中 所 述 之 外 ,还 可 以 推出 很 意思 
这 条 4 E, ELIT 


# 
TEU] K R К Б: 


多 
= 
ЭРСЕ (а,Ь) 一 致 收敛 ， 则 在 适当 加 括 号 


B. пена У) (к) 在 (a,b) 绝对 一 致 收敛 (其 中 于 (x) 
是 原 级 数 革 些 项 之 和 ) 。 

证 因为 У u(x) 于 (a,b) 一 致 收敛 ， 所 以 存在 正 整数 
та, ВВ ЕМО р, WA 


n+p 
УІ ux) < 
| П=И: +1 
НЕЕ m>n, 使 得 对 一 切 正 整数 p， 都 有 
WI 十 卫 
У шо) < 
n=n:+ti 2 


我 们 将 这 个 过 程 一 直 进 行 下 去 。 一 般 地 ， 对 任意 的 正 整 Xk, 
存在 正 整数 nn m-i, ВАВТ ЛЕ р, WA 


пь+р 
У ш 
п=пъ+1 
п: nk 
Sf)= Bu), fx)= № u(x) (k= 
n=1 n=nkiati 
з.е) BOJ <p G=z2,3,=-) 
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(х) 绝对 一 致 收敛 。 


вт у 2 


例 10 设 {f,(x)} Æ (а,Ь) Б-р, fal) Си, z, 


… ) 在 (a,b) 2, И h(x)=sup(f (x), falx), +, F), 
…} 在 [a,b) 也 连续 。 

Ш 令 有 h(x)=max (f, (x), falx), e, ОО} (n=1, 
2，… ) 。 则 对 于 任意 给 定 的 x€ (а,Ь), (h,G)) 是 单 增 数列 
idim h,(x) 存在 ， 设 lim hx 二 g(xX), 可 以 证 明 g(x) 二 h(x)。 


事实 上 ， 对 于 任意 的 正 整 数 n ， 显 然 有 
f(x) <h,(x) а(х) 
я в(х)2ѕир {fi (x), Р, (х), ,f(x), = Их) 
男 一 方面 ， 对 于 任意 的 正 整数 n ， 显 然 有 
h(x)<sup {7, (х), fa (х), ,f(xX), = h(x) 
令 п >< 得 
g(x)<h(x) 
从 而 s(x)=h(x) 
下 面 证 明 h(x) 在 (а,6) 连续 。 
由 于 {1,(х) } 在 Ca,b) 一 致 收敛 ， 所 以 对 任意 给 定 的 => 0 , 存 
在 正 整数 N， 当 n>N 时 ， 对 任意 的 正 整数 p, 及 一 切 x€ (a,b) 
都 有 
ТИКО) 一 fx < е 
对 任 一 固定 的 xE (а, 6), # 
шах 1б), а), fx) >, од 
И ЖЕЛЕ ERZ <), И 
f. (X)=h, 60 (x) 
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ТІ. ih, ++ (x) —h.(x)! =h,.,(x)—R,(x) 
 =f.., (G) —h,.(x) 
| <f.., (x)—f.(x)< е 
25 тах (Jaa (a). fa. (X)... Р(Х), (х), М 
h... (x)=h,(x) 
也 以 
haar ( x) — А, (х) =0<e 
内 此 无 论 是 哪 一 种 情况 ， 只 要 na>>N， 则 对 一 切 xE (а, 6) 都 有 
ји. (x) — h (х) <ë 
H (h,(x)) 一 致 收敛 。 
HF Ў, (х) (n==1,2,…) Fla, b) 连续 ， 因 此 由 52.2 
Зи, (х) (Cn=1,2,…) 也 于 (a,b) 连续 ， 再 由 {h(x)} 一 至 
收敛 于 h(x) 知 ，h(x) 于 Са. Б) 连续 。 


例 11 1.0) (n 二 1,2,…) 是 (一 1,1) БИЕ Я Е 
数 ， Hlim| Л. х= 1. МЕ 0<с<1, AEN 在 
{一 1, 一 c) K le, D 上 一 致 收 分 于 零 ， 试 证 对 在 【一 1,1] 上 连 
续 的 函数 g(x)， 有 | 
lim! g(x)f.(x)dx= 8(0). 
证 ”由 于 g(x) 于 x=0 连续 ， 所 以 对 任意 给 定 № ёро, 
看 在 >o, щ М <à Ri 
(0х) —в(0)| < 
яз {f(x)} (-1.-9 K (8.1) 上 一 致 收敛 于 零 ， 且 


pafi ов 
所 以 


< 273. 


lim| 7,0) ва" 7, 9) вх 0 


lim| 3,0) а 
а | fax +|' да,а | 
іа) 


由 于 g(x) 于 (一 1 中 连续 ,所 以 有 界 。 又 (Р. (А) С1, 一 8} 
RODE- BKAFF, KOL 在 
(—1, -R8,11 Бтр, M 


limf eh dx= imf d= 0 


РАЗ f.(x)20 (n=1,2,), Воч м 之 6 时 
g(0)—#<g(x)<g(0)+ë# 
所 以 


CORO RAOSE OROL 
<G(0 + ў, ах (5.3.2) 
起 于 ia 人 (9а, РШЕ ВОМ, H n>N A 
COS 1-ю = (5.3.3) 
«(ое у.а) аха (о) +2е (5.3.4) 


+ 274 ° 


ЖАНА (5.3.2). (5.3.3) № (5.3.4) 得 
[ eG). dxs) <? 


从 而 lim | eDi agt, E 


lim| (к), 0) аа=8(0) 
因此 
lim| в), дах 


=lim [f or аж |" вл, дах 
+E sfo ax | 


-lim| в), О) dx 


=g(0) 
需要 强调 指出 ， 孙 数 项 级 数 或 函数 列 逐 项 求 极 限 、 逐 项 求 
积分 或 逐 项 求 导数 ， 有 关 判 别 函 数 项 级 数 或 孙 数列 一 致 收效 的 
定理 条 件 一 般 是 区 分 而 非 必 要 的 。 有 时 一 移 收 效 的 条 件 不 江 
足 ， 也 可 能 允许 还 项 进行 求 极限 、 求 积分 或 求 导 。 有 了 时 即便 要 
求 一 致 站 效 性 的 条 件 ， 也 只 能 用 “局 部 ”一 致 收 仇 性 来 解决 ， 
具体 说 ， 比 如 Зи, £ EB] I ek, u.(x)(n=1,2,-) + 


n=l 


了 连续， 要 证 明 DunO, e Duana) 


7 上 并 非 一 致 改正” 因此 用 基础 理论 ?7 直接 证 明 (х) 在 整个 区 
间 工 上 连续 就 有 国难， 但 是 ， 如 果 对 任意 的 XuETI， 存 在 дро, 
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使 > W(x) ходта Ай, Ники 就 


“= 1 
可 以 保证 SCxX) 在 xs 的 G 邻 域内 连续 ， 从 而 SCx) 在 xo 点 连续。 
因此 由 Xx。 的 任意 性 就 可 以 证 得 85(Xx) 在 1 上 的 连续 性 。 其 实 这 
种 证 明 思 想 在 例 6 的 证 法 一 中 忆 经 用 过 ， 下 面 再 举 一 例 说 明 其 
用 法 。 


4 


812 试 证 s(O)= УЖ, оо) 连续 ， 而 不 一 致 


n 


n=1 


Wy. Ажа: РЖ, 


证 pAn, De kak, 故 s(x) 于 
(0, 十 co) 有 意义 ， ü 
Qemi MERRER Yn Westh, W 


2n an 
1 1 n 
> Ко 一 > Кі+і7" = Cn) +1" 
knti tw=mnm+1 
1 1 
окт ий —co) 
эя 
>. 1 
所 以 当 n 充分 大 时 > 28 
k=n+1 


У e FUO, œ) 不 一 致 收敛 。 


n” 
下 面 证 明 s(x) 于 (1, + eo) 连续 。 
任 取 xoE(1, 十 co)， WEE x:>>1， 使 I<x <x,, НР 


т 


У. = В, Ну >x, 时 


яа] 
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1 
< š 
n ni 


一 1,2,…) 


所 以 之 方 ,十 co) 一 臻 收敛 。 又 - 
于 (x， 十 so) 连续 ， ВЕБ ххх НФ, s(x), МАС) ТР хе 
和 连续， 由 x, 的 任意 性 知 ，s(x) F (1, Боо) 连续 。 

下 面 再 证 明 s(x) 有 连续 的 各 阶 导 数 。 

任 取 x € (1, +=), £ x, 满足 1<x «хи. 出 于 对 任意 给 


umeere ai | СО" na, т 


n 
且 当 xE(xi， 十 oo) 时 ; 有 
K < (一 1)tntn 


n nx 


о i 
(二 人 Ca 


i 


所 1 于 (xu +оо) 一 致 收敛 。 


prn (и== 1,2.) F (x1, +00) 连续 ,所 以 


,十 co) 连续 ， 从 而 于 x。 连续。 由 xo 的 任 


У ( = 
п= 1 


意 性 得 >， 


连续 ， 且 显然 有 


Sin(x)= > 上 у” 


(х) та, ЕН ВИЧ, 
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„тафи, (х) (hn 三 1,2,…) 连续 ,而 不 要 求 
У! „(х 一 致 收效 ， 但 了 u(x) 连续 的 例子 ， 


ла 1 ".1 


BH3 Жи, (<) (n=1,2,…) ЖЕ (a,b) КЕ, У и, («) 


在 (a,b) 上 逐 点 收敛 于 s(x)， 则 s(xz) Æ [ab 上 连续 的 充 要 

条 件 是 对 任意 给 定 的 。 盖 0， 存 在 有 限 个 开 区 闻 (а,,6,), (аз, 

b,), =, (an, Б.) 及 相同 个 数 的 正 整数 n,，n,, …, п, E 
(a,b)E (a,b) U (az, ba) U U Can bm) 

H4 xE (a,,b,) П (а,Ь) (1=1,2, =, m)BŤ 


bo- > u (x) <e. 


k=1 


Е x E (a,b), H 


D 


s(x0 ) = Ури, (хь) 


所 以 对 于 任意 给 定 的 e>0， 存 在 正 整数 mn。， 使 得 


s(x0)— >; иь (Хо) 


kal 


8 
<ç 


ихо 


由 于 s(x) 及 Уи, (х) 在 x 连续 ， 所 以 存在 0, 20, 33 


k=1 


x€ (х,— 8х, Xot хо) П (а, Б) 时 


s(xz)—s(x,) <+ 
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nza nzo 


<£ 
Buls) $o ul) | 3 
k=1 k=1 
É 
nx. 
s(x)— Ули, (х) 
k=1 | 
< s(x)—s(x,) + s(x,)— Ул u(x) | 
k= 1 


"=, П: 0 
+ 
У и. (х) 一 >; u, (x) 
k= 1 k=1 


ё ё ё 
< 


由 于 ((x—ó,, x+ó,); x€ (a,b)) 28 (a,b), MURE 


有 限 个 开 区 间 仍 覆盖 (a,b)， 设 这 有 限 个 开 区 间 为 
(x; — ôx» х. 4х, ), (х. — 6x,, x,+óx,), ° 
(х.— 8, , xn 十 Ox ) 
则 当 xE (xx 一 6rt xi 十 6zi) 门 (ao，b] Gi=1,2,-** ,m)lf 


nzi 


Mo- Rouo <e 
k= 1 


| 
记 x; — Óx =a, жд: =b, (i=1,2,**,m), W 
(a,b)C(a, ,b,) U (a,,b,) U see U (Can, ba) 
且 当 xE (a,b) П (a,b)(i=1,2,::: ,m) 时 
| 


т | 


| > и (х) <e (т=п) 
k= 1 
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充分 性 

ЕЖ x € (a,b) 及 任意 给 定 的 =>0, HERD 条 件 知 ， 必 
FERNER iUm), W xE (a,b), H5 
x€ (а, bi) П la, b) 时 


ni | г 
s(x)— Уу шб) S 
k= 1 


п; 
由 于 У и, (х) 在 x 连续 ， 所 以 存在 60, 24 x€ (а,Ь) B. 


jx~xol <ó Bf 
ns пі | 
> u,(x)— > и, (хо) <; 
k=1 k=1 
所 以 
ls Cx) —(х,)| 
ni ni ns 
< ls(x)— У u(x) + > u(x) 一 > u, (хо) 
k= 1 k= 1 k= 1 
| ni 
+ > ur(X0)— s(xo) 
本 


«у. 

ФК s(x) 在 (a,b) 连续 。 
在 一 般 情况 下 ， 证 明 关于 Ули, (х) 或 {f(x)} 的 命题 时 ， 
经 常 采用 将 六; za(x) 或 (f.G 分 成 两 部 分 ， Уи) 和 
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Ре 


> u,(x) & {11 бх), 1, (x). ОН Р (0), Ja. (x), 


m=N+1 


…}， 使 第 一 部 分 只 含有 有 限 项 ,从 而 保持 了 Us(x) Š f.(x) 的 
基本 性 质 ， 另 一 部 分 则 是 其 余 项 ， 使 D ul) 或 Пай, (к) — 


па N +1 


Ís (x) 的 绝对 值 充 分 小 ， 从 而 达到 证 明 命题 的 目的 。 


例 14 若 Ули, СФ) ЛЕ (а, Б) 上 收敛 到 s(x)， 而 且 所 有 
u(x) 都 是 (a,b) 上 的 非 负 连续 函数 ， 则 s(x) 必 在 (a,b) 达 到 
最 小 值 。 f 

证 由 于 w,(x) 之 0(n 二 1,2,…)， 所 以 s(x)2Z0, W 
s(x) 的 下 确 界 存 在 , 设 m=inf {s(x); x€ lab), WEE 
{х;у Са, Б), lim s(x) =m. 由 于 {xi} 有 界 ， 故 存在 收敛 子 - 
列 ， 不 妨 设 收敛 子 列 就 是 (x) 本 身 ， 并 且 设 lim %=xo， 则 
ХЕ (a,b). f 

下 面 证 明 s(x,)=m., 


由 于 У (Xx6)=s(xo)， 所 以 对 任意 给 定 的 6>0， 存 在 
正 整 数 N， 使 得 
> u,(x,)2>s(x,) — s: 


па 1 


由 于 У и.) х, 连续 ,所 以 存在 6>0, 当 |x—x,| <ë 时 


ГТУ! 


| N N 
| Da- Дно <+ 


..1 
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H У; u,(x)> => u(x) -F 
HF limx = x,, 所 以 存在 正 整 数 io ВЕРЫ 
[xi — xel <ó 


N N 
4 У, D> Ў и.) 550) е 


naj n=l 


HTu,(x)220 (n=1, 2, =), WA 


$(х) > > u,(x)2>s(x,)—# 


м і 


№ lim s(x,)s(x,)—=ë 
Ep m>s(x,)—e 
从 而 m<s(x,)<mte 


H 的 任意 性 得 
| s(x,)=m 


ж s(x) Æ x, € (a,b) 达到 最 小 值 。 


注意 ， 在 例 14 的 题 设 条 件 下 ，s(x) 在 (a,b) 末 必 能 达到 


景 大 值 。 例 如 | 
u,(xw)=x"(1—x) (0<x=<1, п=1,2,*..) 


Z u (x> (n=1,2,), RR 
x 0<x<1 


(= Í 0 x=1 
sup {5(х): 05х51} ==1 
4a s(x) F (0,1) 达 不 到 1 。 


练 я м 


1. їх) 是 (0,1) 上 的 连续 函数 ， 且 f(1)=0， 试 证 函数 列 
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《fx)x' } 在 C0,1] 上 一 致 收敛 。 
2. ЖУ lu, (x) 在 [a-e a+e] Б-и e>, H 


пв} 


lim u, (x) =С,, WE Y C, к, Н 


пз 1 


lim У W(X) = > c, 


£a á tel nml 
3。 设 1X%) 在 (~%m，+ %) 无 限 次 可 导 ， 在 任何 有 限 区 间 内 
{fmcx)) ВИК ВСР РС), Е 
ф(х) = Ce” (с 为 常数 ) 


4. Ша CX)Cn=1,2,…) {E Ca bI 连续， На Фо 


п= 1 
Са, ЗЕНА Е ВОСЬ REJ mE b 上 一 
=i 
致 收敛 。 
Е На Y 
5. МЕ tim | > (—1) 11% dt = ¿In 2 
> = — _ x oo = ... 
6. 设 ї,(х) = 1 их? (n 1,2, ), (1, (xX)} 
окр а fO, 3EH24x960 时 ， 有 
Р(х) = limf’, (x) 
但 当 x= 0 对 上 面 等 式 不 成 立 。 | . 
7. 设 (х) (= 1,2,…) 在 Co;b] 上 单调 ， 试 证 如 果 > lu, (xy 
А те] 
在 Ceb Ид, Уи, (x) E Ca, b) Еф, 
8. REF Гоша 在 c EES, НО, COLTE = cR 
散 。 则 在 任何 开 区 间 (c-e,c) 内 (г>0), tf, (x)) 必 不 一 致 收敛。 
9. В иуб(х) = х2, п, (X)=X2+ 5sintty (tdt (= 12) ， 


试 证 (u, (x))} 在 [0,13 上 一 致 收敛 。 
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10. ОО, О EEEX, LORT, E OO <; 
03° (x SI (N=1,2,…)，、 试 证 | 
(1) ЗОЖ 0,12 БИ ДЕ TA 
(2) 此 子 列 在 C0,13 上 的 无 理 点 处 也 收敛。 
11. АЕ 


сао р аи, ПЕНЬ 
"=1 


(2) зб) = ТО, + o) ШИ, 


55.4 HAA 
Зы 


1。 形 如 охх.) влив ий, 


对 于 任何 紧 级 数 ， 都 存在 一 个 数 民 (O<R 扫 十 oo) ,使 得 当 
хх. <R 时 级 数 绝对 收效 ; 35 区 一 xi 中 之 及 时 级 数 发 Ф, 
称 民 为 这 个 震级 数 的 收效 半径 。 

2. % Уабх-х ужа Е. Ши RE 
(х,-К.х, ER) Е МИЕ (а. Б-КА, LER 
在 x +R(#&x,—R) ЕЖА, Мода (ох, RAA 
(x, —R,a)) —# и 3 (ЯФ x —R<a<x; +R), 

3, 


«= 0 


若 》 axx)" 65 Je k 346 R, A 


当 0 <lim Z |a,| < оов 
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设 之 а, (хх. "的 收效 半径 为 尺 ， 则 其 和 函数 s(x) 


在 Go 一 R， 6 十 R) 内 连续 。 


设 > а, (xxo) e k 482 R, JL de h 3k 5(х), 


则 在 И x, +R) Аита Аза 
6, W. f(x) Ах 点 有 各 阶 导 数 , 存在 80, з 
Ix 一 xol <6 时 


Fx) =f lx tF (x) (хх) +——— Г Pa) (x—x,)? 


Ja 6.) (x—x,)'+ += 


Жк f(x) 在 x, 点 可 R R Ë Dau, 
如 果 f(x) 在 xt, 点 有 各 阶 导 数 , 并 且 有 дро, 使 对 一 蕊 x, 
只 要 x 一 Xol <à, RA Им К,(х)=0, Я f(x) & x, 点 可 以 
R A k isk ,其 中 R(X) 为 人 (x) или, 


= — (хо) — , 
R,(x) f(x) Zm L Xo) ° 
шти ЖА ДИИ ВНЖ, Да 
ж = indo Z ik i ST A P| E 2 ky ak, jE E X L 
Е ROS R 85 k K dis lk, 
Жи > а," ЖЖЖЕЩИ 2 ERA АЖ, 


ko 


则 由 У ax" 在 [0.R](( 一 R.0]) 上 的 一 至 收效 性 可 知 ， У о 


= 0 


A х= К(х= -К) 点 左 ( 右 ) 连 续 ， 田 此 
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xy== рь 


lim Уа," = 32 (—1)'a,R') 


但 反之 结论 未 必 成 立 ， 即 如 果 31 ax 的 收效 半径 为 及， 


з= 0 
і "=s, Я  R"=s, 
lim ， > a,x"=s, Ж > a 


例如 У (== 1-(-1<х<1), ВА R=1, А 


. а вп 1. 1 1. 
lim > (=, Fx 9 
但 Ў! (一 1)" RR. 


ко 0 


如 采 将 条 件 加 强 一 些 ， 则 上 述 结 论 也 可 以 成 立 ， 下 面 的 例 
1 就 来 说 明 这 个 问题 。 


例 1 #0,20 (n=0,1,2,…)， D osx* 的 收敛 半径 为 


з= 0 
四 


R>0, Шт, > a,x'=s, 试 证 > a,R"-=s, 


证 显然 对 任意 正 整 数 4， 部 有 


o 
aR? =]im ах Ит axt =s 
D aR =lim Pax<lin Da, 


t=0 t=0 kao 


所 以 2 a R*<s 


另 一 方面 ， 当 xE (0,R) 时 
> a,R" > > а, х" 
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所 以 Sl aR'>lim аа 


s =0 2-8-0 паб 
从 而 ' 
> a,R"— $ 
#=9 
利用 “车 ғ Уак 1696, Л] [lim У ал" = У ак" 


的 结论 ， 我 们 又 可 以 得 到 下 面 例 2 的 结果 。 


例 2 设 f(x) 二 Ў ax"， 当 м <r 时 收敛 ， 试 证 若 


neh 


a 
Lapo ka, W 


[reoax= > z $ "+1, 


n=0 


证 因为 当 0 <t < 了 时 ' 


f roan, > a,x"dx= > 人 omedrz 


n. яв 0 


由 于 > TETUA, 所 以 


Rap 
® 
t+1 a, s+ 
lim > ГЕЗ. =>. Е ЗЫ 


не 0 е0 


Яр 


© 


zo t — a, x+ 
lim | tG0)4x= > 1 十 1 站 


кое 
所 以 . 
[ак У) rr 


пе 0 А 
е 


利用 例 2 的 结论 ， paf eUD у 1, + 
пе 1 
实 上 ， 当 j <i 


x У = жа, изиг 


я 1 
{t aG- ұт 
ЕЕЕ 

nel 


下 面 的 例 3 是 一 个 非常 有 用 的 结论 ， 


B3 若 在 (一 R PARSO а = >. x", 
WHE а, =6,(п=0,1,2, -**). 
特别 ， 若 在 (一 R,R) (R>0) 内 有 У a,x"=0， 则 


я -0 
а, =0 (n=0,1,2,."), 
证 8 У ах = 下 b,x"， 令 x 二 0 得 
та) п», 
a, =b, 


对 任意 的 正 整数 n， 对 E a a,x" = > b,x" 两 边 分 别 取 n 次 导 
数 ， 再 令 x=0 得  “" 
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a,=b, 
所 以 a,=b, (n=0 ,1,2,… ) 。 
如 果 将 例 2 的 条 件 千 当 减弱 ， 则 结论 仍然 成 主 ， 对 此 下 面 
的 例 4 进 行 说 明 并 证 明之 。 


#4 试 证 如 果 存 在 数列 {xi},，xi 了 0 (k=1,2,-:), 


lim х, =0, H У; a,xy=0(k=1,2,::), MW > a,x"=0, 
я= 0 


证 设 s(x)== У a,x， 由 于 s(x) 在 x=0 连续 ， 所 以 


ao 一 5S(0) 一 lims(x,) = 0 


o= У ar, Фо. = У ае", И бд E x=03# 


па] 


4, MA а =s, (0)=lims: (хь) =lim sw =0, 


用 同样 方法 可 证 ， 对 任意 的 正 整 数 m， 都 有 а, =0, W 
È а,х"=0 И 


利用 例 4 的 结论 ， 又 可 证 明 如 下 的 例 5 及 例 6 。 
例 5 м > a,x” E |x| <В(К>0 Их, Tm B 


s(x)= У asx" REAR, WJ 
inf { |x| ; s(x)=0, 0< |x] <R}>0, 
证 假设 inf { |x| ，s(x)=0，0 过 |x| <R}=0， 则 必 存 在 
Xa, 0< |x,| <R, s(x, )=0(n=1,2,) ‚Віт х,=0. 


* 289 >» 


由 例 4 可 得 》 avx" 一 0， 这 与 题 设 条 件 矛 盾 ， 故 


r= Ú 


inf { jx ; s(x)=0, 0< М <R)>0 


Я6 设 ceo,al,…',au Ж, 5(х) =а.+ У qisinkx 


如 果 s(x) 存在 正 根 ， 则 
inf{x; s(x)=0, х>0}>0. 
证 显然 SGx) 于 (一 co， 十 ce) AEJ kT S, gas 
тах( la, , la| e, lad), HERBES m, WAH- p 
x€ (— оо, +оо) 都 有 


n 
(х) < > ja KR a п" =ап" + 
t=1 


ca) | m+ i 
. s (0 1 “ _ А ап t/m 
所 以 lim | a | < т! ) = 0 


且 对 任意 固定 的 x€ (оо, +оо), # 


m+ 


: : an” t " 
Пл RGO Slim tnt "0 


ВИН УТ bsx"， 其 收敛 半径 为 十 co， 且 


nan 


s(x) = Pbx xE (~ о, +o) 


n=0 


假设 inf (x; s(x)=0, x>0}=0, WETE хь2>0, 48 
s(x,)=0 (к=1,2,-..), H lim Хь-=0. | 


| НЙ] 4 9143 $(х)=0, М s(x) 的 各 阶 导数 也 恒 为 零 ， 故 
s(0)=a,=0, H 
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sw-D(0)=(—1)" l(a,+22""la, 
+32" las ++ nt" 1a,) 
=0 (m=1, 2, =, n) 
Hit, 
ai 十 20: 十 3as 十 … 十 Ha 一 0 
а, 23а, Заз. па, == 0 
а, + 22*%71а, +3 la; tte tnta, = 0 
由 高 等 代数 的 知识 可 知 


1 2 8 в | 


1 22"-1 32"-1... дз" -1 


Ha, =a, =. =а,= 0, 这 与 题 设 条 件 矛 循 ， 因此 
infix; s(x)= 0, x>0}>0 


练 习 E E 


1. HE s(x) = 2 4x 的 收 伊 半径 为 只 >0， 且 =s) ' 
"m 0 


s(0)=1, s'( 0 )= 0， 试 求 出 级 数 》 там". 
n= 0 
2, BIOO 在 x=0 点 有 各 级 导数 ， 生 
PPO <M (1 <R) (n=1,2,.) 
试 证 1(x) 在 %=0 可 展 成 泰勒 级 数 。 
3. BRICO хех 附近 有 n+1 E а, B fr t 104), 


” 其 泰勒 展开 式 为 


xo +h) =f CX) + hf ху) + Еа +08) (0<0<1 > 
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试 证 lim n= 
. 设 fx) 于 (~e e) (ce>0) NSS, HIER- AR 


я, Мо <M(xC(-—c,c),n= 1,2...) МАК c.o HAE fil E 
区 间 aP) Ехо © 《a,B)， 使 хо) 0, WIO = 0 的 根 在 
《- cc) 内 只 能 有 有 限 个。 | 


-了 
пт °. 


